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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Первый примеръ одновременнаго разсматриванш двухъ и 
трехъ бинарныхъ Формъ можно найти въ пятомъ мемуары Келе 
«о Формахъ» Онъ даетъ интщпанты к KOBapiamy двухъ квад-
ратичныхъ бинарныхъ Формъ и объясняетъ ихъ геометрическое 
значеше. Отсюда теорш инвар1антъ двухъ квадратичныхъ бинар­
ныхъ Формъ перешла, въ бол'Ье или мен£е сокращенномъ виде, 
въ различный руководства, напр. Аналитическую геометрш пло­
скости Г е с с е , Коничесшя свчешя Сальмона и др. Въэтомъ по-
(угвднемъ еочиненш, а еще полнее въ нъчиецкомъ перевода Фид-
лера, можно также найти вычисление инвар1антъ двухъ квадра­
тичныхъ Формъ съ 3-мя переменными, а въ Геометрш трехъ 
изм-вретй Сальмона выводятся даже инвар1анты 2-хъ квадратич 
ныхъ Формъ съ 4-мя переменными. Келе даетъ также инва-
piaHTy 3-й степени трехъ бинарныхъ Формъ, но не упоминаеть 
о томъ, что квадратъ этой инвар1анты есть цъмая Функпдя шести 
HHBapiaHTb второй степени разсматриваемой системы Формъ. 
Нельзя не удивиться, что такая простая теорема до сихъ поръ 
еще не была НШГБМЪ доказана. Это объясняется до некоторой 
степени разве только тЬмъ, что не только теорш инвар1антъ со-
вокупныхъ Формъ, но и теор1я HHBapiaHTb вообще, до появлешя 
мемуара Аронгольда «Über eine fundamentale Begründung der 
Invariantentheorie» 2 ) , не имъма прочнаго основанш. Въ этомъ 

I) Cayley, Fifth memoir upon qoantics, Philos. Transactions, T. 148. 
*) Журналъ Креля, томъ 62. 
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мемуарЬ Аронгольдъ, котораго вообще нужно считать«основате-
лемъ ращональной разработки теорш инвар1антъ, указьщаетъ и 
на необходимость рассматривать одновременно различный Формы 
одинаковыхъ и разныхъ степеней, и выводить диФФеренщальныя 
уравнения, которьгаъ должны удовлетворять ихъ инвар1анты и 
ковар1анты. Сальмонъ, во второмъ изданш «Lessons introductory 
to the modern higher Algebra» (1866), посвящаетъ теоршинва-
piaHTb совокупныхъ Формъ целую главу, въ которой онъ однако 
даетъ большею частью только теоремы, относяшДяся къ система 
двухъ бинарныхъ Формъ одинаковой степени. Въ следующей 
глав*, кроме отдЬльныхъ Формъ отъ 2-й до 6-^йстепени, онъраз-
сматриваетъ следующая системы совокупныхъ бинарныхъ Формъ: 

1)систему 2-хъ квадратичныхъ Формъ, 
2) » , состоящую изъ 1-й квадратичной и 1-й кубиче­

ской Формы, 
3) систему 2-хъ кубическихъ Формъ, 
4) » 2-хъ Формъ 4-й степени. 
Способъ изслъдованля Сальмона не отличается есобеннымъ 

изяществомъ. Онъ пользуется символическими изображениями 
Келея только для' отысканы инвар1анть и ковар1антъ, сбот-
ношенгя же между ними обнаруживаете помощью приведетя 
Формъ къ простМшему виду, ненарушающаго общности данныхъ 
формъ. При удачномъ выбора частнаго вида Формъ, выражетя 
SHBapiaHTb и ковар1антъ на столько упрощаются, что некоторый 
соотношения между ними усматриваются непосредственно. 

Некоторыми изъ вышеупомявутыхъ системъ занимался также 
Клебшъ. Въ 68-мъ томе журнала Креля (Борхардта) напечатанъ 
его мемуаръ о 2-хъ совокупныхъ бинарныхъ Формахъ 2-й и 3-й 
степеней. Его способъ изследовашя несравненно изящнее. Онъ 
не прибътаетъ. къ приведешю Формъ къ частному виду, и сохра-
няеть за то полную правильность и симметричность выкладокъ. 
Главнымъ орудемъ ему служить тождественное преобразоваше 
символическихъ выражешй инвар1антъ и ковар1антъ. Когда я 
занимался системою 2-хъ бинарныхъ Формъ 2-й и 3-й степеней, 



мемуаръ Клебша объ этихъ Формахъ мне еще небыль изве-
стенъ. Мои выкладки на столько отличаются отъ Клебшевыхъ, 
что чтете моихъ изысканш будетъ, можетъ быть, не лишено 
интереса и после мемуара Клебша. Впрочемъ Клебшъ выво­
дить только на основанш типическихъ изображетй главнейппя 
HHBapiaHTbi и KOBapiairrbi и ихъ взаимный соотношешя; но не 
доказываетъ, что изъ найденныхъ имъ инвар1антъ все проч1я 
могутъ быть составлены въ виде цтоыхъ ращональныхъ Функцш. 

Вообще вопросъ о самомъ общемъ выражеши какой ни есть 
инвар1анты системы совокупныхъ Формъ до сихъ поръ НИКБМЪ 

еще не быль затронуть. Въ этомъ разсуждети я занимаюсь сле­
дующими 4-мя системами бинарныхъ Формъ: 

1) 2-мя совокупными квадратичными Формами, 

2) 3-мя » » » 
3) системою 2-хъ Формъ 2-й и 3-й степеней, 
4) » » » 2-й и 4-й » , 

которьш резко отличаются отъ вевхъ прочихъ системъ бинар­
ныхъ Формъ по простоте самаго общаго выражешя инвар!анты 
каждой изъ этихъ системъ. Изъ общей теорш инвар1антъ изве­
стно, что воякая инвар1анта данной системы Формъ есть алгебри-
ческая Функщя определенной системы основныхъ ишэдпантъ. 
Понимая подъ инвар1антою всегда цгьлую Функцш коэффищен-
товъ данныхъ Формъ, я доказываю, что всякая инвар1анта 2-хъ 
квадратичныхъ Формъ есть целая Функщя 3-хъ основныхъ инва-
piaHTb, а всякая шпэднанта системы, состоящей изъ 3-хъ квад­
ратичныхъ Формъ, или изъ одной квадратичной и одной Формы 3-й 
или 4-й степени — либо целая рацюнальная Функщя основныхъ 
mmapiaHTb системы, либо произведете таковой Функцш на квад­
ратный корень изъ некоторой цтлой Функцш основныхъ же инва-
piaHTb, который самъ по себе есть инвар1анта разематриваемой си­
стемы. Замечательно, что выражешя всехъ инваргантъ каждой 
изъ четьфехъ упомянутыхъ системъ Формъ въ Функцш основныхъ 
инварантъ системы, подобно Формамъ п е р в ы х ъ 6-ти степеней, 



могуть заключать въ себе только одну ирращональность, а именно 
оЬинъ квадратный корень изъ пилой Функцш. Это, кажется, исклю­
чительное свойство разсматриваемыхъ мною системъ бинарныхъ 
Формъ, вслтдопие котораго я и считаю себя въ праве называть 
ИХЪ ПрОСТБЙШИМИ. 

Образцомъ для изследовашя общаго вида инвар1анты данной 
системы Формъ мне послужило изыскаше Эрмита объ инвар1ан-
тахъ бинарной Формы 5-й степени. Способы же изследовашя соот­
ношение между инвар1антами и ковар!антами помощью тождествен-
ныхъ преобразование символическихъ выражешй и определителей 
почерпнуты изъ мемуара Кдебша и Гордана «Sulla rappresen-
tazione tipica delle forme binarie» Подобнью изследовашя, въ 
теорш каждой системы Формъ, должны предшествовать изследо-
ватю общаго выражетя инвар1анты. Хотя первыя три системы 
отчасти уже были изследованы съ этой точки зрешя, однако мне 
понадобилось. изложить соотяошешя между ихъ инвар!антами и 
ковар1антами съ большей полнотою, для того, чтобы теор1я инва-
piaHTb предшествующихъ системъ могла служить основатемъ 
для изследовашя дальнейшихъ, преимущественно системы 2-хъ 
Формъ 2-й и 4-й степеней, о которой до сихъ п о р ъ ничего не 
было писано. 

Прежде чемъ приступить къ изложение моихъ изследовашй 
объ инвар1антахъ и ковар1антахъ упомянутыхъ 4-хъ системъ 
Формъ, я привожу некоторыя общеизвестный определешя и тео­
ремы. М н е это показалось уместнымъ, такъ какъ по излагаемому 
мною предмету еще ничего не писано по-русски, и следовательно 
необходимо сначала условиться въ назвашяхъ. Некоторый тео­
ремы распространены мною на системы Формъ, напримеръ тео­
ремы о вгьсгь HHBapiaHTb. Теорема, касающаяся числа инвар1анть 
данной Формы или системы Формъ, доказана весьма просто и со­
вершенно строго. Доказательство Аронгольда, что число абсо-
лютныхъ инвар1антовъ системы Формъ съ п переменными равно 

•) Annali di Matematica рига ed applicata, Serie II, Т. I , Milano, 1867. 
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числу коэФФИщентовъ данныхъ Формъ минусъ « 2 , не строго потому, 
чтоонъ допускаетъбезъ доказательства возможность р^шенш 
которыхъ - нибудь w2 изъ уравнетй, связьтающихъ коэффициенты 
данныхъ и преобразованныхъ Формъ съ коеФФищентами подста­
новки, относительно сихъ послъушихъ ' ) , а доказательство той же 
теоремы, предлагаемое Клебшемъ 2 ) , имт»етътотъ недостатокъ, 
что онъ допускаетъ независимость между собою линейныхъ сово-
купныхъ уравненш съ частными производными, которыми опре­
деляются абсолютныя инвар1анты. КристоФель, обративъ вни-
маше на нестрогости этихъ двухъ доказательствъ3), предлагаетъ 
оставлять въ начале теорш инвар1антъ вопросъ о числе инварь 
антъ нерешеннымъ, и указьшаетъ на теоремы, которыми можно 
пользоваться впо&гЬдствш для его решетя. Читатель увидать, 
что нетъ надобности отказываться въ начале теорш отъ опреде-
лешя числа инвар1антъ, потому-что доказательство Клебша легко 
пополняется. 

•) Журналъ К р е д я , тоиъ 62. 
2 ) » » » 65. 
3) » я » 68. 



Г. ОБЪ ИНВАРШНТАХЪ И КОВАРШТАХЪ СОВОКУПНЫХЪ 
БИНАРНЫХЪ ФОРМЪ И ИХЪ СИМВОЛИЧЕСКЙХЪ ВЫРА-

ЖЕНШХЪ. 

§ 1. Всякая целая однородная Функцш двухъ или нт>сколь-
кихъ переменныхъ назьюается формою. Поэтому Формы разли­
чаются числомъ измеренш и числомъ переменныхъ. Въ этомъ 
разсуждети я ограничиваюсь только Формами съ двумя перемен­
ными, который для краткости называю бинарными; поэтому каж­
дый разъ, какъ не обозначено число переменныхъ, нужно пони­
мать, что рассматриваемая Форма бинарная. 

Отъ подстановки на место переменныхъ, положимъ, х и у, 
линейныхъ выражеши aX-t-ßY, у Х н - З Р , где X и Y новью 
переменный, не изменяется степень Формы, а получается въ пе-
ременныхъ X и Y Форма одного вида съ данною. Чтобы выве­
сти законъ, по которому коэффициенты преобразованной Формы 
составляются изъ коэффшцентовъ данной Формы, стоить только 
сделать въ данной Форм* f(x, у) указанную подстановку и раз­
ложить Функцш 

f(aX-+-pY, чХ+bY) 

по теореме Тайлора. Обративъ внимаше на то обстоятельство, 
что f (х, У) однородная Функцш отъ х и у, и означивъ степень 
ея черезъ w, для коэффшцентовъ при 

Хп, Xn"Y, Хп~3¥, . . . . Г » 



находимъ слгБДуюшдя выражетя: 

f(~ у\ rf/KTU , <Г(«,т)> 1 т) 8 г , о * У ( - . т ) м , ДУКт)»1\ 
П а Л Л - ^ — Р ~ « - dY

 ö > ^ \ d a * Р dady P Ö H ä ? ^ 0 / 

...f(ß, 8). 

Beb эти выражетя w-ой степени относительно КОЭФФИПЮНТОВЪ 

подстановки и первой степени относительно коэФФищентовъ дан­
ной Формы. Постоянный а, ß, у, 8 подчинены только условию, 
чтобы определитель а8 — не = О, а впрочемъ совершенно 
произвольны. Этотъ определитель называется модулемъ подста­
новки. 

Помощью выраженш коэФФищентовъ преобразованной Формы, 
мы можемъ судить о томъ, возможно ли преобразоваше одной 
изъ двухъ данныхъ Формъ 

({х,у) = а/> + ш1Х

п->у + п-1^а^-*у>+... \ 

въ другую. Если 

F(X, Г) = f(aX н- Р Г , Т Х 81) , " 
то 

л = / ч « , т ) , л = д а ? - ь ^ » ) , • • • (2). 

Исключивъ изъ этихъ « 1 уравненш а, р", 7, 8, мы полу-
чимъ услов1я, которымъ должны удовлетворять коэффициенты 
Формъ (1), чтобы f(x, у) преобразовывалось въ F (X, Y). Раз-
деливъ Bei ур. (2) на одно изъ нихъ, напр. первое^ мы получимъ 
п ур., заключающихъ только 3 отношешя коэФФищентовъ под-

А А А 
становки. Первыя части этихъ п ур. будуть -j, j , . . . -ц, а 
-вторыя могутъ быть выражены въ Функцш отношенш ^ , . . . ^ . 

Каждое уравнете, получаемое по исключение изъ нихъ отношенш 
а : ß : y : 8, будетъ вида 

2? = 0 , 
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где В, п^лая Функщя отношенш ^ и и следовательно по 
уничтоженш знаменателей приведется къ Функцш однородной какъ 
относительно а 0, а 1 5 . . . ап, такъ и относительно А0, А1У... Ап. 
Поэтому все услов!я преобразуемости одной изъ Формъ (1) въ 
другую могуть быть представлены въ следующемъ виде: 

PQ+P&-*-. . . = 0,.-. • (3), 

где р, Рп • • • Ц'влыя однородный -Функцш одинаковой степени 
отъ й 0 , av . . . « „ , a Q, Qv . . . целыя однородный Функцш оди­
наковой степени отъ А0, Äv . . . Ап. Решивъ ур. (3) относи­
тельно р, получимъ 

p = IL, 

где П = —?iQi^~--- е с х ь ращональная однородная Функщя0-ой 

степени отъ А01' Av . . . Ап, обращающаяся отъ подстановки 
выраженш (2) въ величину р, независящую отъ ос, ß, у, 8 и не 
равную нулю. Очевидно не только все услов1я преобразуемости 
могуть быть приведены къ виду 

П(А(, a , ) = j > ( a < ) , . . . (3'), 

но изъ нихъ можно даже получить множество Функцш П оть Av 

независящихъ отъ а, ß, 7, 8. Однако число подобныхъ Функцш, 
независимыхъ между собою относительно переменныхъ А{, не 
можеть быть более числа этихъ условш, потому что обратно 
каждая Функщя П даетъ одинъ результата псключешя вида (3). 
Въ самомъ деле, если П = <р (А., а() независитъ отъ коэФФи­
щентовъ подстановки, то можно заменить ихъ коэФФищентами 
какой угодно частной подстановки, модуль которой не = 0, напр. 

s = X , y = Y. 

Оть этого At обращается въ a v и следовательно, если означимъ 
<р (а., а{) черезъ тс, то будемъ иметь 

П —тс = 0 
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при всякихъ а, ß, у, 8, другими словами, это уравнеше будеть 
одно изъ условш преобразуемое™. 

И такъ, исключеше а, ß, -у, 8 изъ уравнешя (2) приводится 
къ отьисканш всЬхъ Функцш отъ А- и а{, независящихъ отъ 
коэФФИщентовъ подстановки и не обращающихся въ нуль отъ 
подстановки выражеши (2) на м^сто А0, А1}... Ап. 

Услов1е, необходимое й достаточное для того, чтобы П неза­
висимо отъ а, ß, у, 8, выражается четырьмя уравнешями: 

т _ n dii „ ш _ „ да _ „ 
d a ~ u ' d? — и > d Y " ~ u ' d * — и -

Эти 4 уравнешя могутъ быть заменены четырьмя другими, не-
заключающими явнымъ образомъ а, ß, у, 8. Замт>тимъ, вопер-
вЫхъ, что уравнеше 

F(X,T) = f(x,y) 

становится тождественнымъ, если на мт>сто х и у поставить 
аХ -+- ßZ, -(X -+- SY, а на мт>сто Af выражешя (2). Поэтому 
также будеть тождественно 

da 0 da 1 da da da da 

Ho 
dF_dfY dF_dfy dF_dfx dF __ dF y . 
da ~ dx ' dß — ds > dy — dy dS dy 1 ' 

поэтому 

dx da. da I /лч 
- (4). 

dy dy dy ' 

Помноживъ первое уравнеше на a, а второе на7, ивзявъ сумму, 
получимъ 
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а помноживъ ур. (4) на (3 и 8, получимъ въ сумме 

* S = * * £ * } * " Н £ Р $ » | х " " ' г * • • • ( 6 ) -

Подобнымъ образомъ изъ уравнешй 

dx dß aß 

y f = "аXя -+- п d-£-Xn~1Г-+- . . . 
ay dä dS 

ВЫВОДИМЪ 

(7). 

Такъ какъ ур. (5), (6), (7) тождественны, то можно написать въ 
нихъ на м^сто 

х п , х п - , г , х п - 2 г , . . . xy"-\ Г* 

частньш производный П, деленный на биномиальные коэФФИцгенты: 

dU 1 dTl 1 .2 dn _1. dU dU 
d 4 0 ' n d V n(n—1) d Z " 2 ' - - - и d 4 „ _ , ' d ^ „ " ' " 

Отъ этого вторыя части ур. (5—7) обратятся въ следующш 
выражения: 

•? <щ dAf 
da -+- dJ< 

dY 

du 
ast 

dn 

dAt 

dA{ 

da 
-+- dY = dy ' 

« 2 
dn 
dAi 

dAf 
dp •+- d8 

dD dH 

» 2 
dn 
dAi 

dA4 

d? 
-+-

dAi 
dAi 
dS 

e d n 
= Pdß 

s d n 

а если означимъ вьфаженш (8) чрезъ П 0 , П п П 2 . . - . П п _ „ П п , 
то 
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vdF перейдетъ въ ( w — 
0 

1),.J, П. = D w ( n ) , 

vdF 
A ä T » » (и — 1),Лн-1П .- ' =-Рю(П), 

ydF 
± dX » » w ' V (rt— ! ) Л П . ^ , = 2 ) 0 1 ( П ) , 

ydF 
х dY » » и > (и 1 ) , Л ^ 1 п , - . . 1 ^ А 1 ( П ) . 

Здт.сь (и — 1),. обозначаешь бин. к (w ^ г ) ( и ^ 2 ) • - • (" ^ ') _ ц х а к ъ 

будеть тождественно 

т> /тт\ <Ш т. ,г«ч <Щ <Ш \ •Dm(U) = а ж - у ^ 2) И (П) = а ^ -у ? -
> (9). 

A . < n ) = e £ - » f А , ( П ) = Р § н - s f ) 

Если теперь П независитъ отъ коэФФИщентовъ подстановки, т. е. 
производнью П по а, ß, у, 8 равны нулю, то эти уравнешя даютъ: 

Аю(П) = 0 , Д 1 0 (П) = 0 , .2) 0 1 (П) = 0 , Л п ( П ) = 0 . . . (10). 

Такъ какъ а 8 — ßYHe = 0, то изъ ур. (9) можно заключить, 
что и обратно ур. (10) всегда влекуть за собою ур. 

£ = • > . * - • • ¥ - « . £ - » - (»)• 
Поэтому 2 системы уравнешй (10) и (11) ВПОЛНЕ замт,няютъ одна 

другую. 
Помощью ур. (10) можно доказать, что ВСЕ условш преобра-

зуемости, т. е. вст. результаты исключешя коэФФИщентовъ под­
становки изъ ур. (2) могутъ быть представлены подъ видомъ 

ф К ) = ? ( « , ) • 

Предположить, что между величинами р, р1,..., входящими 
въ ур. (3) , нъть линейнаго соотношешя, 4его всегда можно до­
стигнуть, залгвнивъ Т Б изъ величинъ р, которыя выражаются 



— 12 — 

линейно помощью другихъ, ихъ выражешями въ Функцш прочихъ. 

Функщя 

n = - ( A $ - i » , f - . - . . . ) . 

получаемая изъ одного изъ результатовъ исключенш а, ß, 7, 8. 

изъ ур. (2), должна удовлетворять уравнешю 

D (П) == 0 . (р = 0 или 1, о- = 0 или 1), 

т. е. должно быть 

А ^ Р - ( | ) - * - А ^ Р . ( | ) - - = 0 - - " (« ) • 

Отсюда слБдуетъ, что должно быть отдельно 

J ) p e ( | ) = 0 , D p e ( f ) = 0 . . . (ß), 

потому-что иначе изъ ур. ( а ) , которое должно быть удовлетво­

рено при всякихъ значешяхъ переменныхъ А(, давъ этимъ пере-

м-вннымъ значешя, неудовлетворяющая ур. (ß), мы получили бы 

между п о с т о я н н ы м и ^ , ^ , . . . линейное соотношеше. Если же 
• о . о , 

рацюнальныя Функцш ^ , ^ • , . . . удовлетворяютъ уравнен1Ю 

^ 0 ( П ) - 0 , 

то онЬ не зависятъ отъ. коэФФищентовъ подстановки, и следова­

тельно уравнешя 

гдЬ qh означаетъ выражеше, составленное изъ at подобньшъ обра-

зомъ, какъ Qh изъ А(, будутъ принадлежать къ числу условш 

преобразуемости. И такъ вст, Функцш отъ А( и а,., независящая 

отъ коэФФищентовъ подстановки, разбиваются на Функщи однихъ 

А., ИМ-БЮНЦЯ то же' свойство; а такъ какъ вев услов1я преоб­

разуемости могуть быть представлены подъ, видомъ (3 ' ) , то веб 
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or i приведутся къ ур., подобнымъ (12). Поэтому число всвхъ 
независимыхъ между собою Функцш 

ft ft 

должно быть равно числу условш преобразуемости. 

Такъ какъ —, . . . тЬ же Функцш отъ а, какъ Щ, %, . . . 
1 4 . ч ч 

отъ А(,то ^, y> • • • будутъ удовлетворять диФФеренщальньшъ 

уравнешямъ 

(П) = « 2 ( и - а*+р = о . • • • (13), ' 

Где вообще ък=^Zi):::'(n-Li) S -

Ращональньш Функщи коэФФищентовъ данной Формы, состав­
ляющая 2-я части ур. преобразуемости (12) Формы f (х, у) въ 
F (X, Т) называются абсолютными инвариантами Ф о р м ы / 1 (х,у), 
потому что онЬ вовсе не изменяются отъ заменетя коэФФищен­
товъ данной Ф о р м ы f (х, у) коэффициентами преобразованной 
Ф о р м ы F (X, Г). Изъ предъидущаго вытекаютъ два способа по-
лз-чешя абсолютныхъ инвар1антъ: 

1) Исключение коэФФищентовъ подстановки изъ ур. (2). 
2) Интегрироваше совокупныхъ диФФеренщальныхъ ур. (13). 
Ни тотъ, ни другой способъ не удобенъ для получешя абсолют­

ныхъ HHBäpiäHTb на самомъ деле; въ теоретическомъ же отношенш 
они весьма важны, потому что обнаруживаютъ а priori существо-
вате абсолютныхъ инвар1антъ. Кроме того первый показываетъ, 
какую роль онЬ играютъ въ услов!яхъ преобразуемости данной 
Ф о р м ы въ другую, одинаковой съ нею степени, а второй даетъ 
возможность определить число абсолютныхъ инвар1антъ данной 
Ф о р м ы съ надлежащею строгостью. Для этой цели я докажу сле­
дующая 2 предложешя: 

1) Между 4-мя ур. (13) нетъ линейной зависимости. 
2) Система диФФер. ур. (13) полная или замкнутая. 
Изъ этихъ двухъ предложешй можно будеть заключить, что 

число интеграловъ ур. (13), т. е. число независимыхъ между со-
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бою абсолютныхъ miBapiaHTb равно числу переменныхъ минусъ 
число уравнеюй, т. е. равно п — 3. Я предполагаю теперь, что 
и ̂ 4 , а случаи и = 3 , » = 2 и и = 1 рассмотрю ОТДЕЛЬНО. 

Первое предложеше доказьгеается весьма просто. Для того, 
чтобы между выражешями 

2 ) ю ( 1 с ) , Da(K), D 1 0 (ic), D n ( i e ) : . . (14) 

существовало линейное соотношеше, ВСЕ определители 4-го по­
рядка, составленные изъ коэФФищентовъ тс0, tzv .... тсп въ этихъ 
выражешяхъ: 

а0 (и—1)а, ( и — 1 ) 2 а 2 . . . ( м — 1 ) а „ _ 2 а п - 1 О 

О а 0 (*—1) а , . . . (и— 1 ) 2 а„_ 3 (и—1)а п _ 2 « „ _ , 

а, (и—1)а 2 (•§—1)2а3 . . . (и— 1) ап_х ап О 

О ах (и— 1) а2... (и—1) 2 а„_ 2 ( я — I ) « , , . , а„ 

должны быть равны нулю. Но въ такомъ случае производный 

^ и ^ имели бы общш множитель и — 2 - й степени, чего ко­

нечно не будетъ, пока а. остаются совершенно произвольными. 

Въ самомъ деле, если все упомянутые определители 4-го по­

рядка равны нулю, то ур. 

а0Х — аУ = О 
(п — 1) «jX a0u. — (и — 1).аХ — ар = О 

могуть быть удовлетворены величинами X, ji, X' р/, не равньши 
нулю. Помноживъ эти п -+-1 ур. соответственно на ж", хп~ху,... 
хУп~1) Уп, и взявъ сумму, получимъ: 

(Хж \а0хп~* -+- (и — 1)а хх п~ лу -+-...} 
— (к'х -+- \к'у) \ a,a;n-i (и — 1) а^п~2у - + - . . . } = О, 

откуда 



— 15 — 

X' ijl' 

Если бы случилось, что у = то изъ предъидущаго ур. слЬ-
а df df X' у.' 

довало бы, что ^ пропорцюнально щ\ если же -у не = ^-,т. е. 
если знаменатели (15) различный между собою линейныя выра­
жетя, то обе части ур. (15) должны привестись къ одной и той 
же цъло£ Функщи, что и требовалось доказать. 

На счетъ втораго предложения нужно заметить, что система 
ур. (13) будетъ замкнутая, потому-что выражеше 

при ВСБХЪ возможныхъ значешяхъ х, X, р, а даетъ либо 0, либо 
линейныя комбинащи выражешй Dpa (тс). Въ «амомъ дъмгв, по­
мощью одного диФФеренцированш находимъ: 

А о [ А , ( * ) ] - Ai [ А о ( * ) ] = Ai (тс) 

А о EAo ( « ) ] - А о [ А о ( * ) ] = — А о ( * ) 

A o t A i W ] — AiEAo (*)]=<> 

A i ЕАо ( * ) ] - А о [ А » ( * ) ] = А » ( * ) - Ai (*) 
A i [Ai (*)] - A i [ Ai (*) ] = A i (*) 
A o [ A i ( T C ) ] — A i t A o H ] = A « ( * ) 

И такъ теорема, что бинарная форма п-ой степени имгьетъ 
п — 3 абсолютный инвар1анты доказана съ надлежащею стро­
гостью. Такъ какъ уравнетя, выражающш неизменяемость каж­
дой абсолютной инвар1анты отъ зам-внетя коэФФищентовъ данной 
Формы коэффициентами преобразованной Формы, представляють 

г ) Эти Формулы удобнее поверяются, если взять f (х, у) безъ бивом1аль-
выхъ коэФФипДентовъ. Принявъ/(а;, у) = Sa{Xn 'у*, находимъ: 

(» = 0 , 1 , . . . п - 1 ) . 
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полный результата исключешя а, ß, у, 8 изъ ур. (2), то отсюда 
можно теперь заключить, что въ числе п ч - 1 ур. (2) всегда най­
дутся 4, решающаяся относительно а, ß, у, 8, потому-что въ 
противномъ случае число уравнешй, получаемыхъ по исключеши 
а, ß, у, 8 изъ ур . (2), 'было бы больше п— 3. 

Форма 3-й степени ^х3 -+- Ъа^у -+- За2да/2 - f - а^у3 не имеетъ 
ни одной абсолютной инвар1анты, потому что определитель 

а0 2aj а2 О 
О а0 2ах Й 2 

Oj 2а 2 а 3 О 
О ßj 2 « 2 а3 

вообще не равенъ нулю, и следовательно уравнешямъ D p a (тс) = О 
нельзя удовлетворить иначе, какъ положивъ 

тс0==0, тс, = 0, тс2 = 0, тс3 = 0. 

Квадратичная Форма а0ж2 -*- 2агху -+- а2у* также не имеетъ 
абсолютныхъ инвар1антъ, потому что при а с о 2 — а* не = 0 ур . 

А о ( т с ) = «» т со a i T C i = °> А о ( * ) = «iTCo V i Дак>тъ т с 0 = О , 
тс, = 0, a ур. D 0 1 (тс) = а,*, -+- = 0, Dn (тс) = а 1тс 1 -t- а 2тс 2 

= О даютъ TCj = 0, тс2 = О. 
Наконепъ для линейной Формы а^х-л-а^у ур . А Д т с ) — а о ж

0 

= О, Doi (тс) = а 0тс, = 0 даютъ непосредственно тс0 = 0, TCj = 0. 
§ 2. Уравнешя - о р о ( т с ) = 0 ГОГБЮТЬ то замечательное свой­

ство, что изъ нихъ можно вывести диФФеренщальныя ур. , кото-
рымъ удовлетворяютъ числители и знаменатели определяемыхъ 
ими ращональныхъ Функцш тс. 

Желая вывести подобный ур. , мы должны конечно предполо­

жить, что целью Функцш р = <р(а{) и q = ty(at), составляющая 

числитель и знаменатель тс = , не имеють общаго множителя. 

В^ь.такомъ случае, написавъ ур . 
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1>00{Р)_ 
р ~ 

dL 
« Ж 

dL 
— Xoo 

А о ( * ) _ 
р 

a d L 

P-di dy = \o 

р 
dL 

ttdß 
dL 

~*~ t dg = \ , 

# 1 1 (Р) _ 
р 

sdL s dL 

Этими ур. L определяется въ Функцш а, ß, 7 , Ь. Решивъ первыя 

2 ур. относительно а вторыя относительно имеемъ: 

35Г = 7(8X00 — If^io) 

" = I ( 8 X M - 1 f X H ) , 

въ огвдующемъ виде: 

*>paÜ>)_-Ppo(g) 
Р Ч ' 

заключаешь, что D p o (р) делится на a D p a (g) над. А такъ 
какъ дъмимыя одинаковой степени съ делителями, то частное бу­
деть величина, независящая отъ а{. Обозначивъ это частное чрезъ 
Х р о , мы получимъ ур. 

Df<s(p) = ^ P , . . . (1), 

которымъ должны удовлетворять вей числители и знаменатели 
абсолютныхъ инвар1анть. 

Четыре ур. (1) тогда только совместны, когда Х0 1 = Х 1 0 = О, 
а X = Х П . Это легко обнаруживается помощью тождественныхъ 
ур. (9) § 1. Заменить сперва, что если р = у (а,) удовлетворяешь 
ур. (1), то Р= <р(Л,.) будеть удовлетворять ур. 

Положивъ теперь l o g P = L, изъ ур. (9) § 1 выводимъ: 



откуда 

или 

'78 (Х м — Х „ ) — 7 Х -+- 8%, = 0 . 

Такъ какъ 7 и 8 совершенно произвольны, то это ур. будетъ 
удовлетворено только при 

\и — О, \ о = 0 , X w = Х п = X. 

Не трудно найти Функцш L отъ а, 0, 7, 8, удовлетворяю­
щую уравнешямъ 

Ж ЯЬ к iL iL Л 

P dlr 5 dZ л a dL * dL ч ^ - ь 8 ^ = 0 , ß _ - H 8 ^ = X. 

Стоить только заметить, что при I = X log г будетъ 

(Я df % dZ <й Л 
a d ä - « - , Y a > = = X ' ttdß-*-'Yd* = 0 ' 

P f i - * £ = °> Р | - 8 | = Х. 

Следовательно производный L равны соответственнымъ произ-
воднымъ /, а потому 

L = Z -*- С, т. е. l o g P — Xlogr -» - log С, 
откуда 

р = о \ 

Чтобы найти значеше величины С, независящей отъ а, ß, 7, 8, 
стоить только принять а= 1, ß = 0 , 7 = 0, 8 = 1, т. е. ж== X, 
y=Y. Тогда Р обратится въ р, a г = 1, и следовательно будетъ 

р=С, Р = г У 

И тцкъ всякая^елая Функцш 9 (а/), составляющая числитель или 



знаменатель абсолютной инвар1анты, щйетъ то свойство, что 

9 (Л,.) = г х 9 ( « , • ) , • • • (2), 
где X очевидно целое число. Эти ЦЕЛЫЙ Функщи коэФФищентовъ 

Формы f (х, у) называются просто инвариантами этой Формы. 
Свойство, выражаемое ур. (2), обыкновенно принимается за опре­
деление HHBapiaHTb, а ихъ существоваше въ такомъ случае допу­
скается эмпирически. Число этихъ инвар1антъ будетъ очевидно 
единицею больше числа абсолютныхъ инвар1антъ; а следовательно 
число совокупныхъ диФФеренщальныхъ уравнешй, ихъ опред4-
ляющихъ, должно быть единицею меньше. Въ самомъ дъмгв, целое 
число X будетъ различно для различныхъ инвар1антъ данной 
Формы, все же оне удовлетворяютъ 3-мъ ур. 

D00(9) = Dn(9), ДЮ(<Р) = 0, D0i(«P) = O . . . (3). 
Не трудно убедиться въ томъ, что эти 3 ур, составляютъ также 
замкнутую систему независимыхъ между собою совокупныхъ ур. 
съ частными производными, и следовательно отсюда также можно 
заключить, что число инвар1антъ Формы и-ой степени равно и — 2 . 

Бинарныя Формы 2-й и 3-й степеней имеютъ по одной инва­
рианте, которая можетъ быть получена помощью интегрировашя 
ур. (3), или какимъ угодно другимъ путемъ. Более одной инварь 
анты ни та, ни другая Форма иметь не могуть, потому что изъ 
двухъ HHBapiaHTb 9 и ф тотчасъ получилась бы абсолютная инва-
р1анта | £ , где [». и v целью числа, выбранныя такимъ об]разомъ, 
чтобы степень числителя равнялась степени знаменателя. 

Линейная Форма а0х -+- а{у не имеетъ ни одной инвар1анты, 
потому-что ур . До(«р) = 0, -D01(<p) = 0 даютъ <р0 = 0, 9j = 0. 

Уравнешя вида (2), число которыхъ при и > 2 есть п — 2, 
выражаютъ условш преобразуемости данной Формы 

f= а0хп -+- п а ^ у въ F= Л0Хп -+- nA^Xn~xY-+-... 

помощью подстановки даннаго модуля г. 
Изъ нашего опредъмСшя инвар1антъ, какъ числителей и зна­

менателей абсолютныхъ инвар1анть, следуеть, что оне суть оОно-



— 20 — 

родныя Функцш коэФФИщентовъ данной Формы. То же самое 
можно заключить и изъ обыкновеннаго опредвлешя инвар1анты, 
выражаемаго у р . (2): такъ какъ коэффищенты А. суть однород­
ный Функцш степени п отъ а, ß, у , 8, то неоднородная Функщя 

отъ At не могла бы равняться однородной Функщи гх отъ а, ß, у, 8, 
помноженной на Ф у н к ц ш однихъ коэФФИщентовъ данной Ф о р м ы . 

Целое число X можетъ быть четное или нечетное. Если X чет­
ное, то HHBapiaHTa <р (а() не изменяется отъ подстановки модуля 
равнаго — 1, и называется прямою (invariant direct); если X не­
четное, то разсматриваемая инвар1анта мтляетъ знакъ при под­
становке модуля равнаго — 1, и называется косою (invariant 
gauche). А такъ какъ къ числу подстановокъ модуля — 1 при-
надлежитъ и подстановка 

а> = 7,у = Х, 

то можно сказать, что отъ перестановки переменныхъ, или, что 
одно и то же, отъ написашя коэФФИщентовъ Ф о р м ы въ обратномъ 
порядке, прямая HHBapiaHTa не изменяется, а косая меняетъ свой 
знакъ. 

Показатель X легко определяется по степени Формы и сте­
пени HHBapiaHTbi. Если Форма f (х, у) w-ой степени, a ffireapiairra 

степени v относительно коэФФИщентовъ f(x, у), то по подстановке 
на место А( ихъ выражеши (2) § 1, <р{А{) обратится въ Ф у н к ц ш 

степени wv отъ а,> ß, у, 8; а такъ какъ эта Функщя должна быть 
тождественна съ r x<p(a f), то wv = 2Х, откуда 

X — -
2 -

Поэтому либо и, либо V должно быть четное, откуда следуетъ, 
что бинарныя Ф о р м ы нечетныхъ степеней имеютъ только инва-
piaHTbi четнаго порядка. 

Число у имеетъ еще другое значеше. Если напишемъ р«/ на 

место у, не изменяя х, то это будеть подстановка модуля р, а 
коэффициенты преобразованной Ф о р м ы будутъ 
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Поэтому должно быть 

<р (а0, ад,... а#*,... а„р*) = р\р (а0, а„... a v . . . aj. 

Изъ этого тождественнаго уравнешя заключаемъ, что если по­
множить каждый коэФФищентъ а. на р*, то всяинвар1анта помно­
жится на р \ А для этого необходимо, чтобы сумма значковъ г во 

всвхъ членахъ инвар!анты была одна и та же и равна X = ™. 

Эта сумма значковъ, выражаемая числомъ -у , назьшается вть-

сомъ инвар1анты. 
§ 3. Все сказанное объ одной Форм* непосредственно распро­

страняется на какое угодно число Формъ. Если требуется опреде­
лить, при какихъ услов1яхъ Формы м = a^tf -+- ma1xm~,y -+-..., 
v — Ъ^* -+- пЪ^хп~^у помощью одной \ той же под­
становки могуть быть преобразованы одновременно въ U— Д > Х т 

-*-mAfXm-'Y-+-..., V' = В0Хп -t- nB,Xn~'Yн- . . . . . . . , то 
на место ур. (2) § 1 получимъ несколько системъ подобныхъур., 
изъ которыхъ нужно исключить коэффициенты подстановки а, (5, 
Y, 8. Это исключеше опять приведется къ отыскание всехъ Функ­
цш отъ коэФФищентовъ данныхъ и преобразованныхъ Формъ, не 
зависящихъ отъ а, ß, у , 8 и не равныхъ нулю. Функцш эти опре­
делятся четырьмя уравнешями 

da — U ' dß — dy ~ ~ U ' dS ~~ U ' 

который въ настоящемъ случае по вышеизложенному способу 
преобразовываются въ следующш: 

§ В р в ( П ) = 0 . . . (1), 

где 

Помощью этихъ ур. докажется, что все услов1я преобразуе­
мости Формъ и, V,... въ U, V,...могуть быть выражены урав­
нениями (угвдующаго вида: 

9 ( 4 , Я , , • • • ) = <р<«4, & « , • • • ) , . . . (2), 
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гдт. <р (Ä., В . , . . . ) рашональная Функщя отъ А{, В 4 , . . . , удовле­
творяющая ур. (1). Функцш <p(at, Ь{,...) будуть удовлетворять 
подобньшъ же уравненшмъ 

§ D p e ( * ) = 0 , . . . (3), 

где 

Эти Функцш отъ а,., 6,-,..., вслт>дств1е свойства (2), назьшаются 

абсолютными инваргантами данной системы Формъ. Къ числу 
ихъ очевидно будуть принадлежать и абсолютный Hiffiapiambi от-

дъмьньгхъ Формъ и, V,... Остальныя же абсолютный инвар1анты си­
стемы будуть зависать отъ коэФФИщентовъ двухъ или более дан­

ныхъ Формъ "Число сихъ послт>днихъ HHBapiäHTb получится, если 

вычесть изъ числа веЬхъ абсолютныхъ инвар1антъ системы число 

абсолютныхъ инвар1антъ отдельныхъ данныхъ Формъ. Следова­
тельно определеше этого числа приводится къ определению числа 

вевхъ абсолютныхъ инвар1анть системы. Для этой ЦЕЛИ можно 

воспользоваться диФФеренщальными уравнешями (3). Эти уравне­

шя составляютъ замкнутую систему, потому-что отдельный сла­

гаемый суммы ^Dfa (К) имт,ютъ то свойство (§ 1), которое должна 

им^ть эта сумма для того, чтобы система ур. (3) была замкну­
тою. Независимость менаду собою 4-хъ ур. (3) также не требуетъ 
новаго доказательства, если хоть одна изъ данныхъ Формъ 3-й 

или высшей степени, потому-что въ такомъ случае уже изъ ска-
заннаго въ § 1 следуетъ, что не все определители 4-го порядка, 
составленные изъ коэФФИщентовъ ур. (3), равны нулю. Въ этомъ 

общемъ случае следовательно число абсолютныхъ инвар1антъ 
будеть нормальное, т. е. равно числу коэФФИщентовъ данныхъ 

Формъ безъ 4. 

Остается рассмотреть еще следующее частные случаи: 
1) Если все данныя Формы 2-й степени, то достаточно раз-

смотреть систему 2-хъ Формъ, чтобы убедиться въ томъ, что 
система квадратичныхъ Формъ всегда имееть нормальное число 
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абсолютныхъ шцфдоалтъ. Въ случа* 2-хъ Формъ 

и = а$ -+- 2ахху -+- а$ 

коэффициенты ур. (3) будуть 

V = ЬцЯ? -+- 2Ъхху -+• bjf 

«0 а, 0 h 0 
0 «0 0 К ь, 

«1 «2 0 *1 к 0 
0 «1 А2 0 *. 

Если бы ВСБ опредьмители 4-го порядка, составленные изъ этихъ 
элементовъ, равнялись нулю, то Формы 

еу;* -+- агх3у -+- Ъ^у* -+- Ь,^4, OjX* -+- а<р?у -+- b ta^ 3 -+- Ь^* 
имтуш бы общш множитель 3-й степени, чего очевидно не будетъ 
при произвольныхъ величинахъ коэФФищентовъ данныхъ Формъ. 

2) Если данная система состоитъ изъ одной квадратичной и 
нЬсколькихъ линейныхъ Формъ, то, составивъ ур. 2) р о(тс) = 0 
для 2-хъ Формъ и = а0х3 -+- 2ахху -+- а$г, v =b0x-t- bYy, нахо­
димъ, что не всЬ определители 4-го порядка, составленные изъ 
коэФФищентовъ этихъ уравнешй 

О «о a i 
О а 0 

а, а2 

О о, 
О 

О 
Ъ, 

равны нулю. Наприм. 
о 

й, 
О 

о 

а, О 

, 0 < 
О | 

О 

К 
О 
г». 

=(«o b i -«A)(«A-«A)-О а, Ь0 

О а 2 &, 

Следовательно и въ этомъ случае данная система имеетъ нор­
мальное число абсолютныхъ инвар1антъ. 

3) Если данная система состоитъ изъ двухъ линейныхъ Формъ 
вдЖ -*- aß, hfl •+• ЪАу, то уравнешя 

U>oo = О, «Ц, "о db0 
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д а к х г ъ : ^ = 0 , ^ = 0 ; а у р . § » „ , ( * ) = О, § Д , (*) = О подоб-

нымъ образомъ даютъ ^ = О, ~ = 0. Следовательно, 2 ли-

нейныя Формы не имт>ютъ ни одной абсолютной иввар1анты. Отсюда 

же можно заключить, такъ какъ определитель, составленный изъ ко-

ЭФФищентовъ ур. (ТС) = 0, не равенъ нулю, что система 3-хъ 

или более линейныхъ Формъ имеетъ нормальное число абсолют­
ныхъ инвар1антъ. 

Переходъ отъ абсолютныхъ инвар1антъ къ обыкновеннымъ 
совершается такимъ же образомъ, какъ въ случае одной Формы. 
Если данная система Формъ имеетъ абсолютный инвар1анты, то 
число обьшновенныхъ инвар1антъ будеть единицею больше числа 
абсолютныхъ. Если же данная система Формъ не имеетъ абсолют­
ныхъ HHBapiaHTb, т. е. если она состоить изъ 2-хъ линейныхъ 
Формъ ajc — aty жЬ^с-*- bty, то определитель 

«о « , 

К ъх 

есть инвар!анта системы, потому что, положивъ 

а0х -+- алу = (а 0 а -+- о ,у) X -+- (a„ß -+- а,8) Y= А0Х -+- A,Y 
Ь«хЪу = ф0а -+- Ь , т ) Х - . - ( У - + - Ь , 8 ) Г = ВаХн-ВД 

имеемъ 

Л Л, = а0а -+- а,пг a 0ß -+- а,8 — г % а, 

#0 в, Ь 0а b i T Ь0Р 6.8 Ь0 Ь, 

И такъ число инвар1анть какой ни есть бинарной Формы или 

системы бинарныхъ Формъ равно числу коэФФИщентовъ данныхъ 

Формъ безъ трехъ, исключая только 2-го случая: одной квадра­

тичной и одной линейной Формы, изъ которыхъ первая имеетъ 
одну HHBapiamy, хотя число коэФФИщентовъ равно только 3, а 
вторая имеетъ 0 инвар1анть, между ТБМЪ какъ по общему пра­
вилу число ея HHBapiaHTb выходить = — 1. 
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Не трудно теперь определить число HHBapiaHTb данной си­
стемы Формъ, заключающихъ въ себе коэффициенты Н-БСКОЛЫШХЪ 

Формъ. Пусть будутъ т, п,... степени даняыхъ Формъ, а число 
ихъ = р., тогда число всЬхъ инвар1антъ системы равно тч-п 
•+- . . . -+- р. — 3. Если въ числе данныхъ Формъ нЬтъ ни линей­
ныхъ, ни квадратичныхъ Формъ, то число инвар1антъ первой 
Формы равно т — 2, число HHBapiaHTb второй равно « — 2, и 
т. д., и следовательно число всехъ инвар1антъ отдельныхъФормъ 
равно m -*- и - + - . . . — 2р., а поэтому число инвар1антъ, завися-
щихъ отъ коэФФищентовъ двухъ или более Формъ, будетъ 3 (pi— 1). 
Если же въ ЧИСЛЕ данныхъ р. Формъ есть v квадратичныхъ и v' ли­

нейныхъ Формъ, то число этихъ инвар1антъ будетъ 3 (р.—1)—v—v'. 
Оне могуть быть составлены весьма различнымъ образомъ изъ 
коэФФищентовъ данныхъ Формъ. Достаточно однако разсматри-
вать только инвар1анты, однородныя относительно коэФФищентовъ 
каждой Формы, потому что все щкгая изъ нихъ составляются 
линейно. Въ самомъ деле, пусть будутъ 

и = а^т -+- та&т~*у -+-..., v = Ь0хп - + Mb,2;*~ty - t - . . . . . . . 

данньш Формы, который отъ подстановки 

ж = а Х - . - р Г , у = уХч-Ы... (4) 

переходятъ въ 

U= A0Xm-*-mA<Xm-lY+..., V= ВиХп-+- nB.X'-'Y-*-... 

а ф(а,., Ъ{,...) — BHBapiaHTa, неоднородная относительно коэФФи­
щентовъ и. По свойству инвар1антъ будетъ 

9(А(, В0...) = гх

9(а.,Ъ{,...)... (5). 

Если помножимъ все коэффициенты м на р, то коэФФИщенты U 
также помножатся на р (ур. 2 § 1), и последнее ур. обратится въ 
следующее: 

<р(р4, В0...) = г*<р(?а0 Ъ(,...). 



Расположит» это уравнеше по степенямъ произвольной вели­
чины р, имеемъ: 

9 ^ ( 4 , в.,.. . ) - Р Ч ( Л > bv...)-*-... 

= ^ { е Ч К > • • • ) - * - е Ч К , * , • > • • • ) - + - • • • } • • • (6), 

где p . , V , . . . различный п4льш числа. Сравнивая въ этомъ урав­
нении, тождественномъ относительно р, коэФФИщенты при одина-
ковыхъ степеняхъ 'р, мы находимъ: 

Ф и ( 4 , В{,..,) = г\(а(, 6,, . . .) ) 

% ( А 0 В(,...) = г\(а{1 Ь{,...) } . . . (7). 

При р = 1, ур. (6) опять обращается въ (5); 9^, <р„ . . . суть ни­
что иное, какъ слагаемый, сумма которыхъ = 9; каждое изъ этихъ 
слагаемыхъ — однородная Функщя коэФФтценоовъ м, и притомъ 
инвар1анта, что обнаруживается ур. (7). Если эти инвар1анты не 
однородны относительно коэФФищентовъ v, то можно опять раз­
ложить ихъ на НЕСКОЛЬКО инвар1антъ, однородныхъ относительно 
коэФФищентовъ v, и т. д., пока не получатся инвар1анты одно-
родныя относительно коэФФищентовъ каждой Формы. 

Для опредъменш irkaaro числа X (ур. 5) стоить только заме­
тить, что если 9 (я,., Ъ0...) инвар1анта степени р. относительно а,., 
степени v относительно Ъ{, и т. д., и притомъ однородная Функщя 
коэФФищентовъ каждой Формы, то y(Av В{,...) будетъ степени 
тр. -+- nv -н . . . относительно а, ß, у , S, а поэтому, такъ какъ 

9 ( Л , В(,...)=г\(а<, Ь,.,...), 

X должно быть равно \ jmp. -+- т - + - . . . { . Не трудно также обна­
ружить, помощью замънешя у чрезъ ру, что вт>съ вс^хъ членовъ 
инвархантъ совокупныхъ Формъ одинъ и тотъ же и равенъ X, т. е. 
\ (тр. -*- « v - * - . . . ) . 

§ 4. Если мы присоедшшмъ къ данной системе Формъ 
м = а<рттарт~1у•+-..., v = Ъ<рпч-линейную Форму 
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&ч-щ, то числа коэФФищентовъ, а следовательно в число HHBa­
piaHTb системы увеличится на 2 . Это справедливо и въ томъ слу­
чае, когда данная система состоитъ изъ одной Формы степени 
выше 2 . Такъ какъ отдельная линейная Форма не имеетъ инва-
р1антъ, то обе эти новыя инвар1анты будутъ Функщи отъ %, т\ и 
коэФФищентовъ одной или НЕСКОЛЬКИХЪ ИЗЪ данныхъ Формъ: обо-
значимъ ихъ чрезъ 9 ( « , , Ь 4 , . . . | , TJ) и ф (at, Ъ{,... | , TJ). Поло-
живъ 

Ь + Щ = (g« T)y) X -+- (gß -н т,8) Г . = E X -+- Е7, 

будемъ иметь: 

9 ( Л , Д , • • • Н, Н) = г х 9 (а,., Ь,.,...g, 1,) | 
ф ( 4 , Я 0 . . . Е , Н) = ^ ф ( а < , 6 „ . . . | , т 1 ) J - " 

Откинувъ опять Форму %р -+- т)«/, мы можемъ рассматривать £ и TJ 
какъ переменный, связанный съ S и Н уравнешями 

Е = а|-н-ут], H = ß|-i-8Tri... (2 ) . 

Пока эта связь не нарушена, ур. (1) остаются справедливыми. 
Въ самомъ деле, первыя части обращаются тождественно во вто-
рьш, если подставить наместо А(, 2? , , . . . ихъ выражетя въ Функ­
цш а(, Ъ(,... и a, (J, 7, 8, а на место Н и Н выражетя (2) , от­
куда бы ни взялись | И Tj. 

Заметимъ теперь, что между у, — ж и Y, — X существуетъ 
подобная же связь, какъ между g, TJ и Е, Н. Въ самомъ деле, 
рЬшивъ ур. 

ж = а Х -ь рТ, у = ^Х-+- 8Y, 

находимъ: 

X = 1 (to — ft,), Г = 1 ( — ух -+- ау); 

а эти 2 ур. могуть быть представлены въ следующемъ виде: 

Г = 1 { а у - . - Т ( — « ) ) , — Х = ^ { р у - н 8 ( — с ) j . . . ( 3 ) . 



— 28 — 

Следовательно, ничто не мтлпаетъ написать въ ур. (1) у и — х 
на место ? и •»), а Ги — Х н а место S и Н. Такъ какъ можно пред­
положить, что «риф однородный Функщи отъ % и т), то знамена­
тель г въ выражешяхъ (3) будеть иметь влшше только на пока­

затели X и pi. И такъ будеть 

9 ( 4 , В „ . . . Г, — X ) = / > ( « , - , Ъ(,...у, — х) 
9(A<,Bi,...Y, — X) = r^(ai,bi,...y,—x). 

Эти соображешя доказывають существование двухъ незави-
симыхъ между собою Функцш отъ коэФФИщентовъ данныхъ Формъ 

и самихъ переменныхъ, прюбретающихъ только множитель, рав­
ный некоторой степени модуля, когда коэФФищенты данныхъ 

Формъ и первоначальный переменный заменяются коэффициентами 
преобразованныхъ Формъ и новьши переменными. Эти Функщи 

называются коварюнтами. Къ числу ихъ принадлежать и данныя 
Формы. Если число последнихъ более 2-хъ, то можно разсматри-
вать какш угодно две какъ независимый ковар1анты системы; 

если даны две Формы, то оне сами же п р е д с т а в л я ю т ъ систему не-
зависимыхъ ковар1анть; если дана только одна Форма, то она одна 
изъ двухъ KOBapiaHTb. Само собою разумеется, что данная Форма 

или система Формъ можетъ иметь гораздо более ковар1антъ; но 
въ такомъ случае все оне суть алгебричестя Функцш двухъ изъ 
нихъ. Только квадратичная и линейная Форма не имеють д р у г и х ъ 

KOBapiaHTb кроме самихъ себя. Въ самомъ деле, квадратичная 

Форма и — -+- 2а{ху -+- ajf имеетъ одну HHBapiamy, а си­
стема 2-хъ Формъ и и %в -л- у\у только 2, следовательно только 

одна изъ mreapiaHTb этой системы будеть зависеть отъ | и -ц: 
эта инвар1анта обратится въ и, если напишемъ у и — х наместо 

f и ч]. Линейная Форма u = a<pc-t- аху не имеетъ вовсе инва-

piaHTb, а система двухъ Ф о р м ъ м и |ж -+- щ только одну; эта ин-

вар1анта зависитъ отъ \ и г\ и обращается въ и отъ замЬнешя 
% и t\ переменньши у и — х. 

Изъ всехъ возможныхъ KOBapiaHTb достаточно разсматри-
вать только гЬ, которью однородны относительно коэФФИщентовъ 
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каждой Формы, потому-что изъ нихъ всв прочш составляются 
линейно. Это доказывается для KOBapiaHTb точно такъ же, какъ 
для HHBapiaHTb (см. конецъ § 3). Пусть степень ковар!анты 
ф (а,-, Ъ(,... ж, у) относительно х и у буцетъ а, а степени ея отно­
сительно а,, Ь(,... соответственно и., v , . . . , тогда изъ ур. 

9 ( 4 , B t , . . . X , Г) = гх<р(а,, Ъ„...х, у), 

которое обращается въ тождество отъ подстановки на место 
4 , В(,.. .х, у ихъ выражетй въ функщи а,, Ъ(,...Х, Г и а , р", 
7, 8, не трудно усмотреть, что 

X = * (тц. - t - nv - I - . . . — а). 

ÜHBapiaHraMH и ковар1антами совокупныхъ Формъ можно 
пользоваться и при изслБдованш отдельныхъ Формъ. Пусть бу­
детъ <р(«,, Ь,, ж, у) ковар1анта Формъ и и v, т. е. 

9 ( 4 , А , X , Г) = г\р(й,., Ь„ ж, у ) . . . (8). 

Въ частномъ случае, когда не войдуть переменныя, это будетъ 
HHBapiaHra. Предположимъ теперь, что v есть ковар1анта и; тогда 
будетъ 

В0Хп -н пВхХп _ 1 Г - н . . . = г» (\хп -+- и й / ' - ' у - * - . . . ) , 

где Ъ0, b v . . . целыя однороднью Функцш одинаковаго измерешя 
отъ Й 0 , av ...; и такъ какъ ур. (8) справедливо при всякихъ Ь,, 
то будемъ иметь въ этомъ случае 

9 ( 4 , Д., X, Г ) = ГХ9(Й,., г*Ъ<, ж, у) 

==г Х- +"№9(а,.Д., ж, у), 

полагая, что 9 однородная Функщя степени у отъ коэФФищен­
товъ v. Отсюда заключаемъ, что если мы гагвемь инвар5анту или 
KOBapianry двухъ независимыхъ между собою Формъ и иг;, и если 
« имеетъ KOBapianry одной степени съ v, то можемъ получить 



тотчасъ HHBapiäHTy или KOBapiaary Формы « , взявъ на место 
Формы V упомянутую KOBapiamy и. 

Подобнымъ образомъ можно доказать, что если мы имт.емъ 
HHBapiainy или ковар1анту к совокупныхъ Формъ, и зам^нимь 
одну изъ этихъ Формъ KOBapiaHTOK) остальныхъ, одинаковой съ 
нею степени, то получимъ инвартнту или ковар1анту остальныхъ 
к— 1 Формъ. 

§ 5. При выводе HHBapiaHTb и ковар1антъ и ихъ взаимныхъ 
соотношетй, я пользуюсь способомъ символическихъ изображетй 
Аронгольда и Клебша. По этому способу данныя Формы изо­
бражаются въ виде целыхъ положительныхъ степеней биномовъ 
atxt-+-а^х2,a\x,-t-а^х2,...btx,-+-Ъ%х2показателикоторьгхъ 

равны степени Формы. Такимъ образомъ будемъ имъть: 

«=(а^в 1 -* -а 2 ж 2 ) , п , или и—(а',ж,-+ -а\х2)т, или u=(btx^-+ 6 2сс 2) т , . . . 

Чтобы перейти отъ символическихъ выражешй къ самой Форме, 
нужно заменить степени и произведете 

„ т 
Я < > 

в , — '«27 

или ,.' т 
a t , а Г 

» С Ь т - 1 

данными коэффициентами Формы 

V «.> « „ • 

Для сокращешя письма, Клебшъ обозначаетъ еще Й ^ , -+- a^2 

чрезъ ах, а\х^ч-ахх2 чрезъ d x,...bxxi-*rb2x2 чрезъ Ъх,... По­
этому символически будетъ: 

м = а , т = а'т =,... = Ъ т = ... 
X X X 

Когда мы будемъ иметь дело въ одно время съ несколькими Фор­
мами, то для каждой Формы будемъ употреблять постоянно одну 
и ту же букву; напр. 
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Формулы (2) § 1 весьма просто выражаются символически. 
Пусть будетъ ж, = Х,Х, + | i , X 2 ) а*, = Х-Д, -*- u ^ Z j . . . (1), 

тогда 

( а д -н а&2)т — [(а,Х, -§- о2Х2) X , -н (а,и., •+- а 2щ) Z 2 ] m 

= ( а х Х 1 - н а | 1 Х я Г > . . . (2), 

где согласно съ принятьшъ нами обозначетемъ 

ах = atXj -+- а2\, = a,u., - t - а2и.2. 

Уравнеше (2) тождественно относительно а, и а 2, следова­
тельно можно заменить степени и произведетя 

«Л « г ~ ч , <* 
коэффициентами 

Формы « . Отъ этого (а,я;, -+- а ^ ) " 1 обращается въ floCC,™ 
-+- matx,m~\ -+-... равное 31 0 ХГ -+- т%Х,т~,Х2 - + - . . . и сле­
довательно, въ силу уравнетя (2), выражетя а™, « х * 1 * - 1 ^ , - • • я,/" 
должны перейти въ настоящая выраженш коэФФищентовъ преоб­
разованной Формы 910, 3 1 , , . . . Не трудно убедиться, что эти вы­
ражетя согласны съ Формулами (2) § 1. 

Для облегчетя перехода отъ символическихъ выраженш къ 
настоящимъ, условимся еще обозначать чрезъ w, и и2 первыя про­
изводный Формы « , деленный на от, чрезъ м „ , и 1 2 , и^ ,— вто-
рыя производный ад, деленньш в&т(т—1), и т. д. Тогда вообще 
символическое выражете производной fc-ro порядка будетъ 

"<фГ.. = « ~ ~ \ < ф у - (3), 

где число значковъ а, ß, 7, . . . должно быть к. 
Всякая целая однородная Функцш определителей 2-го по­

рядка, составленныхъ изъ коэФФищентовъ линейныхъ выраже­
нш ах, Ъх, сх,..., будетъ очевидно инвар1анта этихъ линейныхъ 
выраженш, потому что каждый изъ этихъ определителей, при 
замененш коэФФищентовъ данныхъ линейныхъ выраженш КОЭФ-
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Фшцентами преобразованныхъ выраженш, обращается въ произ­
ведение модуля на прежшй определитель, и если соблюдена одно­
родность, то некоторая степень модуля выйдетъ за скобку какъ 
обшдй множитель. Для краткости мы будемъ обозначать опреде­
литель — а2Ъ, чрезъ (ab), определитель а^с2 — а2с< чрезъ (ас) 
и т. д.; тогда упомянутая целая Функщя будеть иметь видъ 

(ab? (ас? (Ъс?... -+- (abf (ас?' (be?' . . . - t - . . . (4), 

ГДе ДОЛЖНО быть p - f - f f - H T - * - . . . = р -+-</ -+ -т ' - ь . . . = . . . = ь>. 
Отъ подстановки (1) а а !=а,а;1-*-о2ж2 переходить въ А^Х^А^Х^ 
где A1 = a,'k1-+~aabi = ax, Л = «»14-»-«ab = и т. д., a 
следовательно 

(AB) = а^ — Й Д = г (ab), (АС) = а^ — а д = г (ас), 

Поэтому 

(AB? (АС? (ВС?... •+-... = гы {(ab? (ас? (be?...-.-...},... (5) 

чемъ и обнаруживается, что выражеше (4) есть mreapiaHTa ли­
нейныхъ Формъ ах, Ъх, с х , . . . 

Это же самое выражеше можеть быть разематриваемо какъ 
символическое выражеше некоторой инвар1анты системы Формъ 
высшихъ степеней, если оно однородно порознь относительно а, и о 2 , 
относительно и bt, и т. д. Въ самомъ деле, пусть 

измереше его относительно величинъ а будеть т 

» » » » Ъ » и 

» » » » с » р 

где между числами т, и, р,... могуть быть и равныя. Уравне­
ше (5), въ которомъ Аи А2, В и . . . означаютъ известный ли-
нейныя выражешя, тождественно относительно каждой пары 
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А отъ этого А™ = ах

т обращается въ %, At

m~iA2 = a x

m — ' о ^ 
въ Щ , , . . . 5 , " = Ьх" въ 930, и т. д., и следовательно 1-я часть 
ур. (5) обратится въ такую же Функцш отъ коэФФищентовъ пре-
образованныхъ Формъ, какъ Функщя коэФФищентовъ первона-
чальныхъ Формъ получилась во второй части, чемъ и доказано, 
что эта ПОСЛЕДНЯЯ Функцш есть инвар1анта совокупныхъ Формъ. 

Въ частномъ случае, когда т = п =р..., можно получить 
изъ вьфажетя(4)инвар!анту одной Формы и, принявъ все осталь-
ньш Формы V, w,... за тождественный съ м, если только оть 
этого предположены разсматриваемая инвар1анта не обращается 
въ нуль. Наприм. (abf есть выражете инвар1анты двухъ квадра­
тичныхъ Формъ 

а„х? -+- 2а^х2 -+- а?#£, Ь„х? -+- 2Ъ<&& b^xf, 
з 

величинъ а, аа, btbt... Следовательно, оно останется с праведд-
вьигь, если мы заметить произведетя 

_ т т—1 т 
« 1 , « 1 «а, «2 

коэФФИщентами 

ао> « г a m 

Формы » = а 0ж, т -+- w o , « , " 1 - ' « , , - + - . . . - + - а т ж а

т = ЗС.Х " 
- + - т ^ Х , " * - ^ -+- . . . -+- Э Г т Х , т , произведетя 

ь,", Ь«п 

коэффициентами 

V Ь„ • * » 

Формы г;=ЬоЖ,"-+-иЬ,а;,п_1;в»-+-.. .=93„X, n -+- n S j X , " - ' ^ - + - . . . , 
произведетя 

^ ' с 2 , с/* 

коэффициентами 

Формы w = tfpcf-t-pt&f^xr*-... = G 0 X , P - i - p G , X , * - ' X , - + - . . . 
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eumHfHMMft aik, а а если примеиъа <а 4=6 <Ь 4=а^, 
то это будеть инвар1анта одной квадр. Формы анх? -+- 2а,^в1а52 

•+- Подобнымъ образомъ (ab)3 есть символическое выраже­
ше HHBäpiaHTbi двухъ кубическихъ Формъ 

а„,а;,3 -н За , ,^ , 2 ^-*- . . . , Ъшх? -+- ЗЬ, | 2ж,2ж4 - + - . . . , 

если примемъ а,.а4аг = а д „ a ^ 6 ^ = 6 . ^ ; если же примемъ 
а ^ а , = = а ш , то получимъ нуль. 

§ 6. Всякая цЬлая Функщя определителей (ab), (ас), (Ъс),. .. 
ж самихъ биномовъ ах, Ьх, с х . . . , однородная относительно опре­
делителей, будеть KOBapiamu этихъ линейныхъ Формъ. Мы бу-
демъ однако считать за одну KOBapiamy только такое выражеше, 
ВСЕ слагаемый котораго суть одинаковаго измт>ренш относительно 
ах,Ьх, сх,... Если теперь данная ковар1анта линейныхъ Формъ 
однородная Функцш степени т отъ а, и я 2 , однородная же Функ­
щя степени п отъ Ь, и Ъ2, и т. д., то сд^лавь опять символиче­
ская подстановки, обозначенньш въ предъидущемъ §, мы получимъ 
KOBapiamy данной системы Формъ и, v,w,... А если т—п=р 
то привявъ « = w = = « ; = . . . , получимъ KOBapiamy Формы м (если 
не нуль). Доказательство совершенно подобно предъидущему. 

. На основаши этой теоремы во многихъ случаяхъ не трудно 
получит^ непосредственно несколько ковар1антъ данной системы 
Формъ, составивъ изъ определителей 2-го порядка и линейныхъ 
биномовъ ах, Ъх,... выражешя, удовлетворяюнця известнымъ 
усшиямъ, и разсматривая произведешя, составленньш изъ раз-
личныхъ паръ величинъ а, а2, bt Ь2,... какъ символичесюя изоб-
ражешя коэФФИщентовъ данныхъ Формъ. Эти KOBapiaHTbi могутъ 
быть также изображаемы символически въвидъ- цъмыхъ степеней 
некоторыхъ новыхъ линейныхъ биномовъ, чъ-мъ значительно об­
легчается вьтводъ далыгБЙшихъ KOBapiaHTb и инвар1антъ данныхъ 
Формъ, такъ какъ каждую найденную KOBapiamy можно присо­
единить къ данной системе Формъ и составлять потомъ шищнанты 
и KOBapiambi дополненной такимъ образомъ системы, какъ будто 
бы все Формы б ы л независимы между собою. По доказанному 



— 35 — 

кондЬ § 4, вей получаемыя хакнмъ образомъ выраженш б у ­
дутъ HHBapiaHTbi и ковар1авты д а т о й системы Формъ. 

.Если даны д в й и л и б о л е е Ф 0 р м ъ « = а а в

т = . . . , v — \ n = . . . 1 

то можно подучить первыя ковар1анты изъ выраженш 

( o * ) V ~ V " * , 
давая к век цъмыя положительный значены, непревосходяпця 
ни т, ни и; а въ случай одной только Формы и=ах

т=Ъх

т=.. 
за первую KOBapiamy можно взять простЬйшую, вытекающую 
изъ выражетя 

( « * ) V " V ~ * - - - (D-
Тутъ к должно быть четное. Имйя одну ковар1анту степени р н 
изобразивъ ее чрезъ ах

р, получимъ далыгвйшш ковар1ангы по 
Формул* (aafax

m~la/~l, и т. д. 
Возьмемъ для примйра кубическую Форму 

и = атх* -+- За„2Х,*хл -+- Зщ^х? -*- a 2 M a s s

3 = aj = bj = с J. 

Формула (1) даетъ ковар1анту 

h = (ab)\bx ( W , = ОДА = 

Изобразивъ ее чрезъ а^2, или $ х * , м ы можемъ составить 

инвар1анту 

этой квадратичной Формы; далйе, разсматривая одновременном н а , 
получимъ еще новыя ковар!анты 

v ' : ; М«*Ч> М Ч -
Соединяя теперь Форму и съ кубическою инвар1антою {ал)ахаа 

= рх = . . . , мы получимъ инвар1анту (apf, и т. д. 
HHBapiaHTbi и ковар1анты, выраженньш въ символахъ, отно­

сящихся къ различнымъ ковархантамъ, не могуть быть сравни­
ваемы непосредственно. Такъ, напрннъръ, вяварцшта \(аф)* вы-

8* 
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ражена въ снмволахъ аир*, относящихся къ квадратичной ковач 
piaHTB fe, a (op) 3 —въ символахъ, относящихся соответственно 
къ данной Форм* и къ кубической ковар1антЕ. Поэтому нельзя 
решить непосредственно, представляють ли эти два выраженш оди­
наковой (четвертой) степени въ коэФФИщентахъ одну итужеинва-
piaHTy, или разный, и каюя, въ послйднемь случай, между ними 
существуютъ соотношенш: нужно ввести въ выражете (ар)3 вме­
сто аир a n ß , или въ оба выраженш \{a.$f и (apf на место 
р, а, ß символы а, Ь, с,... Въ теорш кубической Формы съ двумя 
переменными обнаруживается, что -|(а|3)а и (ар)3 одна и та же 
инвар1анта ' ) . Для объяснены способа вводить символы данной 
Формы на место символовъ ковар1антъ, или символовъ простЬй-
шихъ KOBapiaHTb на место символовъ более сложныхъ ковар1анть, 
вычислимъ теперь окончательное выражете линейной ковар1анты 
I = (aafax, или I = (cafcx. 

Дифференцируя уравнеше 

« * 2 = ( W « A - - - (2) 
по хи находимъ 

2a.x(tt = (abf\axbx4-bxax}. 

Такъ какъ а и Ъ имеютъ одинаковое символическое значете, то 
можно написать вместо этого 

« » « i = («b)4h-
Подобнымъ образомъ будетъ 

Помноживъ эти уравнешя соответственно на — с» и с, , полу­
чимъ въ сумме: 

*х(с*) = (аЪТах(сЩ... (3). 

') См. занътку «О Формахъ 8-§ и 4-й степеней съ двумя переменными», 
напечатанную въ 3-мъ томъ Математическаго сборника; тамъ можно на!тв 
множество примъровъ замъяевзя однихъ символовъ другими. 
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ЗДЕСЬ с, н Cj не имъ-ютъ пока никакого символическаго значенш, 
а играютъ роль производьныхъ множителей. Но если мы помно-
жимъ это уравнеше на cj, —что приводится къзамйненшс, не, 
величинами c.fix и с%сх, т. е. производными м, дъменныни на 3, 
то получимъ равенство 

(са) с х \ = (аЪУ (сЪ) а

х

с

х \ 

въ которомъ можно рассматривать сг и с 2 какъ символы, относя­
щееся къ и. Въ такомъ случа-Ь это будетъ окончательное выра­
жете кубической ковар'анты. 

Дифференцируя еще разъ ур. (3), мы получимъ 

(ca)2 = (abf(ca)(cb), 
откуда 

l = (ca.fcx = (ab)2(ca)(cb)cx. 

Это окончательное выражете линейной KOBapiambi. Такъ какъ сим­
волы а, Ь, симътотъ одинаков значете о^^—Ь^^^с^с^ащ, 
то можно перестанавливать ихъ какъ угодно, и поэтому будетъ 

(ab)2 (са) (сЪ) сх -+- (bef (ab) (ас) ах -+- (са)2 (Ъс) (Ъа) Ъх = 3/, 

откуда 

1= — ЦаЬ) (Ъс) (са) [(ab)сх (be) ах - ь (са) Ъх]. 

Но трехчленный множитель второй части ур. есть ни что иное, 
какъ опредтаитель 

Oj аг « л - » - а^г 

Cj С 2 CjäJj -+- CyB2 

который тождественно равенъ нулю. Поэтому и линейная кова-
piarrra I, символическое выражете которой есть (са)2сх, или 
(ab)2 (са) (сЪ) сх, равна нулю. 

Тождественное уравнеше 

(аЪ)схч-(Ъс)ахч-(са)Ьх = 0... (4) 
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саужягь гхавкБйшимъ средствомъ для преобразовашя символиче-
екккь выражеши. Если заменить въ немъ х1 чрезъ d2, а ж4 

чрезъ —dj> то оно приметь видь 

(аЬ)(сй)-4-(Ьс)(ой)-*-(со)(Ьй) = 0 . . . (5). 

Изъ у р . (4) и (5) можно вывести множество другихъ тожде-
ственныхъ ур., болйе или менЬе зам-Бчательныхъ. Чтобы не пре­
рывать впосхбдствш изыскатй о системе 2-хъ Формъ 2-й и 4-й 
степеней, я выведу теперь еще одно тождественное ур., которое 
имеетъ приложете и въ теорш одной Формы 4-й степени. 

Перемноживъ тождественньш ур. 

( И К (ал) = — ах (ab) 
(«О •+• сх (аа) = — ах (ас) 

(см. ур. 4), тгвемъ 

ах

г(Ъ&) (ев) •+• « А (са) (аа) н - ахсх (Ьа) (аа) - » - Ъхсх (аа) 8 

= ах*(аЪ)(ас). 

Помноживъ это уравнеше на (Ъс) и написавъ въ 1-мъ члене 
—Ъх(са) — сх(аЪ) на место ах(Ъс), имеемъ 

« А ( с а ) { ( И ( а а ) — ( с а ) ( Ь а ) } . -+- ахсх (Ьа) {(Ъс) (аа) — (ab) (са)} 

-*- Kcx 0 е ) ( а а ) * = —
 ах (<*) ( И («О; 

а такъ какъ по ур. (5) 

(Ъс) (аа) -+- (са) (Ьа) - i - (ab) (са) = О, 

то вьшеденное ур . можетъ быть написано въ слт,дующемъ вид*: 

« А (<*) (<*)*-*-*>А фо) (« а) 8-*-
 ахсх И ( Ь » ) ' = — « . " ( < * ) (Ьс) (са) 

(6). 

Помощью зам-внешя однихъ символовъ другими и тождествен-
ныхъ преобразование символнческихъ выражеши можно обнару­
живать соотношешя между различными инвар1антами и ковар1ан-
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тами, не прибегая к ъ приведение Формъ къ частному виду, ц не 
нарушая, следовательно, симметричности результатов н саныхъ 
вычисленш. Поэтому выкладки, основывающшся на т о л ь к о - ч т о 

изложенныхъ началахъ, несравненно изя1циее и нагляднее сообра­
жение которьши пользуются англичане, напр. Сальмонъ. 

§ 7. Есть однако такой вопросъ, въ которомъ, при ньпгвш-
нихъ средствахъ т е о р ш инвар1антъ, нельзя избегнуть приведения 
данной Ф о р м ы или системы Ф о р м ъ к ъ частному виду: это—изс*Ь-
доваше общаго выражешя какой ни есть инвар1анты данной си­
с т е м ы Ф о р м ъ въ Функщи основныхъ незавнсимыхъ между собой 
инвар1антъ. Конечно, тутъ речь идеть только о прнведенш дан­
ной системы Ф о р м ъ къ такому частному виду, къ которому при­
водятся вообще все системы Формъ данныхъ степеней. Приведе­
т е данной системы Формъ къ данному частному (каноническому) 
виду помощью линейной подстановки всегда будеть возможно, 
если уравнешя, получаемый по исключении коэФФИщентовъ под­
становки изъ уравнешй, связывающихъ коэффищенты преобразр-
ванныхъ Формгь съ коэФФищентами данныхъ Ф о р м ъ и коэффициен­
тами подстановки, могуть б ы т ь удовлетворены при всякихъ зиа-
ченшхъ коэФФИщентовъ данныхъ Формъ. Такъ какъ число э т и х ъ 

уравнешй преобразуемости равно числу абсолютныхъ инвариант» 
(§§ 1 и 3) , и следовательно равно числу s в&хъ коэФФИщентовъ 

данныхъ Формъ безъ 4, то коэффищенты преобразованяыхъ 
Ф о р м ъ могуть быть подчинены 4-мъ услов!ямъ, помощью кото-
рыхъ исключатся 4 коэФФищента изъ ур. преобразуемости; можно 
яаприм. просто дать четыремъ коэФФИщентамъ численньш значе* 
тя . Остальные s — 4 коэФФищента, которые обозначимъ чрезъ 
р, д , . . . , определятся изъ s—4 ур. преобразуемости; но этиур. 
тогда только могуть быть удовлетворены приличнымъ выборомъ 
величинъ коэФФИщентовъ р, q,... безъ ограничена общности 
данныхъ Ф о р м ъ , когда ни одно изъ нихъ всгвдстае упомянутыхъ 
4-хъ условш не Сделается независимымъ отъ р, q,..., и когда 
между абсолютными днвар1антами, составленными изъ коэФФИ­

щентовъ преобразованныхъ Формъ , неть алгебрическаго соотно-
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ш е т я ; потому-что, въ противномъ случай, одна или нисколько абсо-
лютныхъ HHBapiaHTb данныхъ Формъ получили бы численныя зна­
ченш, или между этими инвар1антами получилось бы алгебриче-
ское соотношеше, между гЬмъ какъ они должны быть совер­
шенно независимыми. 

Въ предлагаемыхъ нзыскашяхъ МНЕ понадобятся только под- . 
становки извйстнаго модуля, а именно модуля, равнаго единица. 
Для подстановокъ модуля едшпщыуслов5я преобразуемости выра­
зятся въ виде равенства соотвйтственныхъ обыкновенныхъ инва-
piaHTb, составленныхъ изъ коэФФищентовъ данныхъ и преобразо-
ванныхъ Формъ. Число этихъ условш равно числу инвар1антъ, 
т. е. s — 3, исключая только случаи одной квадратичной и одной 
линейной Формы. Следовательно, кроме условш преобразуемости, 
коэФФИщенты преобразованныхъ Формъ могуть быть подчинены 
еще 3-мъ услов1ямъ, напр. можно дать 3-мъ изъ нихъ численныя 
значенш. Конечно, эти 3 условш должны быть таковы, чтобы ни 
одна изъ инвар1анть не сделалась независимою отъ остальныхъ 
s — 3 коэФФищентовъ р, q,... преобразованной Формы, и чтобы 
для инвар1антъ получились независимый между собою Функцш 
этихъ s — 3 коэФФищентовъ. На основаши этого не трудно ре­
шить въ каждомъ частномъ случае, возможно ли приведете дан­
ной Формы или системы Формъ къ данному частному виду. Во 
многихъ случаяхъ возможность нЬкотораго преобразоватя оче­
видна непосредственно. Напримйръ, квадратичная Форма вообще 
приводится къ виду р Х Г помощью подстановки модуля 1; и если 
мы имеемъ одну подходящую подстановку, то можемъ заменить 
еще X чрезъ аХ, а Г чрезъ - , не изменяя ни вида преобразо­
ванной квадратичной Формы, ни величины модуля, и воспользо­
ваться произвольною величиною о для удовлетворетя какому ни­
будь другому условш, напр. для того, чтобы сделать равными два 
средяихъ коэФФищента никоторой Формы нечетной степени, если 
таковая находится въ числи данныхъ Формъ. 



П. ИЗСЛЪДОВЛШЁ ПРОСГБЙПШХЪ СИСТЕМЪ СОВОКУПНЫХЪ 
БИНАРНЫХЪ ФОРМЪ. 

1. Система двухъ квадратичныхъ формъ. 

§ 8. Въ случай одной квадратичной Формы 

+ V i 

по правилу § 6 находимъ инвар1анту 

Это—дискриминанта Формы и. Если дана еще другая квадратич­
ная Форма 

V = Ъпх2 •+- 2Ъ12х,х2-+-Ъ^* = Ъ2 = Ь'х

2 = . . . , 

то, составивъ дискриминанту такъ называемой промежуточной 
Формы u-+-kv, имйемъ 

•ЬЪи а12-

• Щг «22 • кЬл, 
= Ач-2Вк-+-Ск2, 

•»21 • ""21 "22 " "~22 

гд* A=aua3i—ai

2=\{aa'f, 2B=aub22-*-a22b1—2alibii=(ab)\ 

c = 6 1 1 6 3 2 - v = 4 ( ^ ' ) 2 -
Можно доказать, что всякая инвар'анта данныхъ двухъ Формъ 

и я V есть цйлая Функцш этихъ трехъ инвар1антъ. Для этого 
сдъмаемъ такую подстановку модуля 1, чтобы и обратилось въ 
2pZ,JP 2. Такъ какъ инвар1анты А, В, С очевидно независимы 
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между собою, то условш преобразуемости и av въ 2 ß X , X 2 и 
\Х?2Ь,Х,Х2-нЪ%Х* будутъ: 

а = - ? \ B=-?bv с=ъ0ъ2-ь;. 
Изъ этихъ уравненш вьшодимъ: 

ß = V = T 3 , ь 1 = = _ _ Д _ , Ь А = С _ 5 . 

Этого ВПОЛНЕ достаточно для нашей ЦЕЛИ: не трудно убе­
диться, что въ выражете какой ни есть инвар1анты 

9 («11. «18» «221 Ь п» &ia» *н) = 0*Ф &> к. Ь«) • • • (!) 

# 0 и Ь2 не могуть входить ОТДЕЛЬНО, а только въ видь- произведе­
ны bjbr Въ самомъ деле, если v степень ф относительно коэФФи­

щентовъ aik, а V степень ф относительно bik, то вйсъ (§§ 2 и 3) 
каждаго члена ф долженъ равняться v -н- v'; а такъ какъ вт>съ 
множителя ßv есть v, то вЬсь каждаго члена ф долженъ быть v"*. 
Поэтому, если въ какой нибудь членъ ф войдетъ Ь0 въ некоторой 
степени, то въ той же степени должно войти и Ъ2, т. е. ф (6 0, bt, Ь2) 
равно никоторой цъмой Функщи в отъ b f и произведетя Ь0Ь2. Функ­
щя 0 (Ь,, Ь0&2) очевидно не изменяется отъ перестановки Ъ0 и Ъг. 
Отсюда (УГБдуеть, что число v -+- v', выражающее въ одно время 
степень и въчгь инвар1анты ф, не можеть быть нечетнымъ, такъ 
какъ HHBapiaHxa нечетнаго веса (косая) должна была бы менять 
знакъ при перестановки крайнихъ коэФФищентовъ Ъй и Ъ2 (§ 2). 
И такъ система двухъ квадратичныхъ бинарныхъ формъ не имгъетъ 
инваргантъ нечетной степени. Если v -+- v' четное, то число мно­
жителей равныхъ ß и 6, въ каждомъ члене инвар1анты должно быть 
четное, вследете чего изчезнетъ радикалъ, входящш въ вели­
чины ß и bv и выражете 

РЧ(ЬвЛЛ) = Р'*&,¥. ) 

обратится въ рацгональную Функщю отъ А, В ж G, а именно въ 

некоторую целую Функцш f(A, В, € ) , помноженную на 4 * ( v 
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Допустимъ сперва, что v ^ v ' , тогда ^ ( v — v') цвлое аоложнтель-
ное число, которое можетъ быть и вулемъ. 

Нельзя усомниться въ справедливости ур. 

9 К * ' = ^ * ( , _ , У Н В, С)... (2) 
при А = О, хотя и въ этомъ случай преобразовате и въ 2ßX,Xt 

невозможно: если ур. (2) вйрно при всгьхъ значешяхъ А, В я С 
кромй А = 0, то оно вйрно и при .4 = 0. Въ самомъ дйлй, по-
ложимъ на минуту, что всймъ коэФФИщентамъ, кромй а 1 2, даны 
совершенно произвольный постоянный значенш; тогда на основа-
нш предъидущаго двй цйлыя Функщи отъ ап 

ср(а„, Ъ„, Ъп, й и ) и A^-^f(A, В, С) 

должны быть равны при всйхъ значешяхъ ап, кромй aii=±Vailatl. 
Но въ такомъ случат» они должны быть тождественны, и следо­
вательно будутъ равны при всякомъ а,2, не исключая частной ве­
личины Уаиа&. Поэтому выведенное выражете 

A^-^f(A,B,G) 
будетъ равно nHBapiairru <р при всйхъ возможныхъ величинахъ 
коэФФищентовъ. Въ случай v' > v, можно сдйлать такую под­
становку модуля 1, чтобы V обратилось въ 2уХ,Х2: тогда на 
мйсто ур. (2) получимъ: 

? ( а й , ь й ) = с * < * ' - * > / ; ( 4 в, о, 

гдй \ {у—v) цйлое положительное число, а /^цйлая Функцш. Это 
уравнеше очевидно справедливо и при С= 0, хотя въ этомъ слу­
чай V не приводится къ виду 2yXtXi. 

И такъ во всякомъ случай f(aik, Ъа) есть цйлая Функцш отъ 
А, В, С; другими словами: 

Всякая инварианта двухъ квадратичныхъ бинарныхъ формъ 
есть цгълая рацгональная функцгя трехъ инваргантъ А, В, С. 

§ 9. По способу § 6 кромй инвар1антъ А, В, С получается 
еще KOBapiajrra w = (ab) ахЪх. Это Функцюнальный опредйлвтель 
и и v. Между « , V и го существуетъ очевидно алгебрнческое со-
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отношеше, потому-что изъ 3-хъ ур. 

а„ж, 2 -+- 2а,»а;,% -+- (цл* = м, Ьпх? -н 26,^ ,^ , -+- b^Os* = v 

и 
м^ж,2 -+- 2wt2x,x2 -+- м ^ г 2 = м>, 

гд-E и>хХ линейныя Функщи коэФФИщентовъ каждой изъ данныхъ 
Формъ, можно исключить ж, и х2. Это соотношеше легко полу­
чается сл'вдующимъ образомъ: 

w — ОцЖ, -+- al2%2 (hftt -+• « 2 2 * 2 

« I I «12 « 2 2 

= ъп 
—ххх2 

(где конечно «21 = « и , &2I = Ь.г)*, следовательно 

2и? = 
« 1 1 « 1 2 « 2 » 

Ь Н К К 
ж/—ж(ж2 X* 

«22 — 2 а „ а „ 

*22 — 2 6 ) 2 Ь« 

или 

— {См 2 — 2 5 « v - b Лг; 2 }. 

Дифференцируя это ур., находимъ 

wwt = м, (Бг? — Си) — г>, (Av — Ви) 

ww2 = и2 (Bv — Си) — v2 (Av — Ви), 

2А 2В и 
2В 2С V 

И V О 

(3). 

откуда 

ЩЩ — Щи\ = Ао — Ви 
wtv2 — w2vt = Bv • 

— Ви \ 

> — Cui 
(4), 

т . е. если положить w = cj, и составить ковар1анты (са)схах и 
(сЬ)схЪх, то это будуть линейныя Функщи отъ и я v. 

Дал^е, по правилу § 6, получаются еще инвар1анты 

A' = l(acf, # = С = $(сс)\ 
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Изъ уравнешя 

cj = c'j = (ab)ajbx,... (5), 

положивъ xi = a'i, х? = — я',, находимъ 

2Ä = (caf = (äb) (аа') фа'). 

Такъ какъ а и я' ИМБЮТЪ одинакш символически значены, то 
можно также написать 

2А' = (а'Ъ)(а'а)фа). 

Взявъ сумму послБднихъ двухъ уравненш, находимъ: 

4А' = (аЬ) фа') {(аа)-*- (а'а) \ = 0. 

Вообще всякая инвар1анта, символическое выражете которой м * -
няетъ знакъ отъ перестановки двухъ символовъ, имйющжхъ оди­
накш значены, равна нулю. 

Подобнымъ образомъ докажется, что В — \ фс)* — 0. 
Чтобы опредъмить (У, положимъ въ ур. (5) ж,=с', , ж ,——с ' , . 

Получимъ: 

(сс')г = (аЪ)(ас')фс). 
Но изъ уравнешя 

с ' ; = (а'Ь')а'хЪ'х 

слт,дуетъ: 

2с х (с'а) = (а Ь) {а'х фа) Ьх (da) \ 

(со) (сЪ) = \ (аЬ) {(я 6) фа) -*- фЬ) (da) \. 

Поэтому 
(ccf — \ (ab) (о Ь) \ (d а) ф'Ь) — (я Ь) (аЬ){}. 

Но (аЬ)(аЬ) = (а'а)ф'Ъ) + (а'Ь)(аЪ') (§ 6, ур. 5) , следовательно 

| (ccf = \ { (яя? (№')* - (ab"? (а'Ь)*\, 
т. е, ' 

С = АС—В\.. (6). 
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Это выражеше есть въ то же время результанта данныхъ 
Формъ. Въ самомъ дъ^гв, Формы 2ßXtX1]iib0Xi

i-t-2btXiXi-t-btXf 
тогда только могуть иметь обпцй множитель, когда одинъ изъ 

крайнихъ коэФФищентовъ 60 и Ьа, а следовательно и произведете 

Ъ0Ь2=0; обратно, при Ь0 или Ьг = 0 , онв иювютъ обпцй множитель. 

Но Ь0&а = — ~ в * ? и обращается въ нуль только при А С—2?*=0; 

следовательно АС—В* есть результанта Формъ м и v. Помощью 
подобныхъ соображений можно вывести выражеше результанты 

и въ томъ случае, когда Форма v не квадратичная. 

И такъ, въ частномъ случае, когда данныя квадратичный Формы 

таковы, что АС—В2 обращается въ нуль, оне имеють обпцй 
множитель, а ихъ Функщональный определитель го есть полный 

квадратъ. Въ случае А —0, и есть полный квадратъ, а въ случае 

С == 0, v. Уравнеше В — О выражаетъ у(укдае, чтобы пара 
точек* « ==с 0 находилась въ гармоническомъ соотношенш съ па­
рою точекъ V = 0. Подобнымъ образомъ А' = \ (acf — 0 есть 
услов1е гармоническаго соотношенш пары м = О с ь парою to—О, 
а В'==^(ос)*= 0 — условие гармоническаго соотношенш пары 
v — Осгь парою w = 0 . Мы видели, что А' л В" тождественно 
равны нулю. Этимъ доказывается известная теорема, что пара 
точекъ го = О, где го Функщональньш определитель и и v, нахо­
дится въ гармоническомъ соотношенш съ каждою изъ паръ то­

чекъ « = 0 и » = 0. 

Можетъ еще случиться, что ковар1анта го тождественно обра­
тится въ нуль. Въ такомъ случае изъ ур. 

а ,Д 2 — а 1 2Ь„ = 0, а^г&м — 0 ^ 6 , 2 = 0, 

первыя части которыхъ суть коэФФИщенты при %? в х*, выво­

дить: 

' ' Ч ' : ; Г О ц _ O j j _ _ O j , 

Отсюда заключаемъ, что въ случае тождественнаго исчезашя w 
ур. » = 0 i » = 0 выражають одну я ту же пару точекъ. 
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2. Система трехъ квадратичныхъ формъ. 

§ 10. Пусть будутъ « = « ^ = 0 ' ^ = . . . , v = b* = bj...y 

го = сх = с J — . . . кашя угодно три квадратичныя Формы. По 
способу § 6 получимъ 3 ковар1анты 

Р=Рх=ФФхсх, q=qj=(ca)cxax, r=rx*=(ab)aj>x... (1) 

в 6 инвар1антъ: 

A = \(aaf, B = \(bb'f, C = j ( c c ' A 

П = ${Ъс?, Е=*(са)\ F=*(abf. 

Дал-ве, соединяя K o e a p i a H T b i съ самыми Ф о р м а м и , получаемъ 
еще инвар1авты 

С™) 2, (ЯЪ)\ (rcf,... (2). 

Остальныя 1ввар1анты подобнаго вида, напр.(pbf, (pcf,...обра­
щаются въ нуль, какъ показано въ предъидущемъ §. 

Первое изъ ур. (1) даетъ при хх = <ц, хг == — а,: 

(paf = (bc)(ba)(ca): 

Подобнымъ образомъ находимъ: 

(qbf = (са) (сЪ) (ab), (rcf = (ob) (ас) (be). 

Следовательно вей 3 выражен1я (2) изображаютъ одну и ту же 
B H B a p i ä H T y . Написавъ на МЕСТО (об) а,Ь,—ajb u и т. д., находимъ 

1 ь 
<н 

« 1 * « « « * 

** 
= 

1 а 
с» 

с.1 



— 48 — 

Отъ подстановки коэФФИщентовъ и, v, го на место сииволическихъ 
щюизведенш, этоть определитель обращается въ слйдующш: 

аи аи ап 

6,1 Ь,2 ha 

С,, С 1 2 С 2 2 

Обозначивъ этоть определитель чрезъ 2К, им£емъ седьмую инва-
piamy К, символическое выражеше которой 

\{аЪ)(ас){Ьс), или \{päf, или %(qbf, или ^{rcf. 

Но число коэФФИщентовъ Ф о р м ъ и, v и w есть 9, следовательно 
система- этихъ Ф о р м ъ имеетъ только 6 инвар1антъ, независимыхъ 
между собою (§ 3). Нетрудно убедиться въ независимости между 
собою п е р в ы х ъ 6-ти инвар1антъ; а следовательно всякая даль­
нейшая инвар1анта, въ томъ числе и К, должна быть алгебриче-
ская Функцш первыхъ 6-ти. Очевидно однако, что инвар1анта К 
не можеть выразиться рапдонально помощью первыхъ 6-тиинва-
piaarb, такъ какъ она косая, а в с е прочш 6 — прямыя. Ноквад-
ратъ ея будеть прямая инвар1анта, и выражеше его въ целой 

Функцш 6-ти инвар1анть 2-й степени легко получается следую-

щимъ образомъ: 

а„ а,2 «и 

ь» Ьп 

Си с, 2 Сщ 

откуда: 

«22 — 2a,j afi 

Ък — 2Ь12 Ъ„ 

с м — 2С| 2 с „ 

A F Е 

F В В 

Е В С 

2А 2F 2Е 

2F 2В 2В 

2Е 2В 2С 

(2). 

Изъ уравнешй: и = а„х,'>-+-..., v = b „ x ' w = c ( i x , ' ' 
можно исключить хА и ж», а получить тождественное уравнеше 
между и, V и w. Это уравнеше 2-й степени относительно снхъ 



послйднихъ величинъ и можетъ быть выведено слйдующимъ обра­
зомъ: 

« 1 . «12 «22 0 

к ** ^22 0 
с и С 22 0 

0 

«22 ~ 2 « , 2 « и 0 

к -2Ъи 6ц 0 
С 2 2 —2ci2 Си 0 

2ж^^2 X2 0 

о. (3), 

(4): 

а перемноживъ эти два определителя, нмйемь: 

A F Е и 

F В D V 

Е В С w 

и V w О 
или 

1м2 -+- Mv2 -+- iVw2 -+- 2jFW •+- 2Quw -+- 2Дмг; = О. 

гдъ L, М,... частные определители 2-го порядка, составленные 
изъ элементовъ опредЬлителя (2). 
. Въ частномъ случай, когда го Функциональный определитель 

Формъ м и V, D — Е = О (§ 9). а уравнеше (4) обращается въ 
уравнеше (3), § 9. 

Функциональные определители Формъ и, v, го, помноженные 
на К, выражаются линейно чрезъ самыя Формы. Чтобы полу­
чить эти выражетя, СТОИТЬ ТОЛЬКО перемножить опред'Ьлители 

«11 «12 «22 0 

ъ„ К 0 

Си С)2 С22 0 

х2 XtX2 X? 1 

Получимъ: 

2А 2F 2Е и 

2F 2В 2D V 

2Е 2D 2С го 

«•+-Х гл-u. MM-v О 

«22 

Ьш 

С22 

2А 

2F 

2Е 

X 

2bS2 Ъ„ 

— 2с 

2F 

2В 

2D 

V-

12 С 11 
(5). 

2Е и 

2D го 

2С V 

V О 

(см. ур. (3) 

= — 2 J ХФ' (м) -+- 1иФ' (V) - + - V Ф V ) } , . . . . (6), 
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где Ф означаетъ первую часть ур. (4). Но первый изъ опреде­
лителей (5) есть 2К, а второй равенъ 

— 2 

X и, и2 

V-
V wt w2 

(7). 

Сравнивая коэФФищенты при X, |t, v въ выражетяхъ (6) и (7), 
находимъ: 

К (v{w2 — v2wt) = £ Ф' (и) = 1м -+- Bv н- Qw 

K(tvtu2 —и>2м,) = \ Ф' (v) = Ви-+- Mv-+- Pw 

K(u{Vz — м2г>,) = \ Ф' (w)—- Qu Pv -t- Nw 

(8). 

Зампчате. Преобраговате 2-го изъ определителей (5) въ выражете (7) 
можетъ быть произведено слЪдующимъ образоиъ: 

Ьп —26,2 Ь п (1 

C j j — 2 С | , с и V 

" 2 2 

-Ь 1 2 Ь п ц 

±2 0 

= — 2хххг 

Ъ: IUI О 

*12 "11 " 2 2 

— Ь 1 2 Ь 1 1 Ь 2 2 V-

ь 1 2 Ь П ь 2 2 

= — 2 
— « 1 4 « 1 1 * 1 «22«* * 

С И с 1 1 а ! 1 С2А v 

= - 2 

== — 2 

1 О О О 
— ° I 2 e i i ^ i " 1 2 ^ 2 aiixi ~*~ "ät^i ^ 
— Ь 1 2 -t-Ь12я;г Ь ) Л + ЬдЯ!} ц 

— «12 « 1 1 * 1 « U 3 * ! с 2 » * 2 v 

Vi «>, Ц 

§ П . . Можно доказать, что, кромй 7-ми найденныхъ инва-
piaHTb 

А, В, С, D, Е, FnK, 

система 3-хъ квадратичныхъ Формъникакихъдругихъ инвар1антъ 
имйть не можетъ, т. е. что вей проч1я инвар'анты этой системы 
Формъ суть цйлыя ращональныя Функцш этихъ 7-ми инвар1антъ. 
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' с 0 с 2 = С - ^ , Ц Ъ 0 с 2 - * - с 0 \ ) = ^ ^ . . . (2) 

V * • « А = i {A 2BC—ACF* — ABE} -+- № } . 

Изъ послйднихъ двухъ уравненш слйдуеть: 

| - ( V , — с0Ъ2?= — ^\ЛВС— AB2—BE2—GF24-2BEF\.. (3); 

а изъ уравненш (2) и (3) выводимъ: 

6 o C 2 = -J \ л 1 > - E F ~ > / - Г Л У^АВС- AB* — BE1— O F * 2 D J 3 F ) ] 

V o = ~{AD — EF-*-Y—AV-ABC—AD*- BE'- CF* + 2DEF} 
A \ 

Изъ уравненш (1) нельзя определить величинъ отдъмьныхъ коэФ­
Фищентовъ Ь0, Ъ2, с 0 , с 2 ; но для определения общаго вида инва-
piaHTbi разсматриваемой системы Формъ достаточно имйть вели­
чины 4-хъ произведение 

Ъ0\, с0с2, b0c2, btc0... (а). 

Можно доказать, что ни одинъ изъ коэФФищентовъ со значками О 
и 2 не можетъ входить иначе въ инвараанту Формъ и, v, w, какъ 
въ сочетан'яхъ (а). 

Преобразовавъ и въ 2$Х,Х, помощью подстановки модуля 1, 
и принявъ обозначения 

V = Ъ0Х*2&,ВД-.-Ъ2Хг

2, w = с0Х* - ь 2c,X,X2 ч-с2Х2, 

имйемъ: 

A = - f , в = Ъ0Ъ-Ъ?, С=с0е2-с2 \ 

2D=60c2-+-cA— 2Ъ,си Е= — рси F= — ßb„ \ ^ 

откуда: 
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Всякая HHBapiaHTa y(aik, bik, cik) отъ подстановки коэФФИ­
щентовъ прёобразованныхъ Формъ приметь видь 

р \ ф ( Ь 0 , Ъ,, Ъ2, с0, с, , с 2 ) , 

гдт> V степень инварганты относительно коэФФИщентовъ и. Если 
эта HHBapiaHTa степени v' относительно коэФФИщентовъ v, и сте­
пени V * относительно коэФФИщентовъ го, то В'Ьсъ ея будеть v+v'+v", 
а следовательно сумма значковъ во вс4хъ членахъ множителя «]> 
должна быть v' - 4 - v". А для этого, каяадый разъ, когда въ одинъ 
изъ членовъ ф войдеть Ь0 или с0, должно также войти или Ь2, 
или с 2 . Поэтому bQ, с0, Ъ2, с 2 не иначе могуть входить въ выра­
жеше ф, какъ въ видЬ произведешй (а), т. е. 

<Р (°rt> bik> Cik)~ • в(ЪЧ С 1 » 6 « Ь 2 , СоС2, Ъ&о), 

ГДЕ 0 целая Функщя. 
Весь HHBapiaHTbi <р равенъ v-+-v'-+- v". Разсмотримъ ОТДЕЛЬНО 

оба случая: когда вЬсъ четный, и когда онъ нечетный. 
1) Когда v + v ' + v " число четное, то число среднихъ коэФФИ­

щентовъ р,Ь„ с,, входящихъ въ каждый членъ инвар1анты, должно 
быть четное, и следовательно иррациональности, происходящая 
оть этихъ коэФФИщентовъ, взаимно уничтожается, и выражеше 
9 приведется къ виду: 

Р - ь QV^A У Ж,... (5), 

гдв Р и Q рацюнальныя Функщи G-ти инвар!антъ 2-го порядка, 
а Ж ИЗВЕСТНЫЙ нолиномъ. Въ знаменателе Р и Q могуть иметь 
только некоторую степень А. Но при v +- v -+- v" четномъ, инва-
р1анта <р прямая, и следовательно не изменяется отъ переста­
новки Ъ0 съ Ьг, и с 0 съ с2. Отъ этой перестановки не изменяются про­
изведешь bjb2 и с 0 с 2 , а произведены Ь0с.2 и Ь2с0 переходять одно 
въ другое; и такъ какъ выражешя (4) отличаются между собою 
только знакомь радикала УМ, то выражеше (5) не должно изме­
няться оть перемены знака У Ж, т. е. должно быть 

Р - + Q У~^А УМ= Р — Q У^А УЖ, 



— 53 — 

откуда Q = 0. Поэтому <р (aik, Ъ.к, cik) = Р. Это уравнеше спра­
ведливо и при 4̂ = 0, хотя въ этомъ случат, и не преобразовы­
вается въ 2ßX,X 2 (ср. § 8). Отсюда слйдуегъ, что Р должно 
быть пилою Функщею G-ти инвар!антъ, потому-что несократимая 
дробь вида^" 4 ' В ' ^ ' р 0 ' Е ' ^ , гдй f цйлая Функщя, а р цйлое по­
ложительное число, не можетъ равняться инвар1антй <р (ajk, Ъ(к, cik), 
цйлой Функщи коэФФищентовъ данныхъ Формъ. Въ самомъ дйлй, 
такъ какъ при А ~ 0 проч1я 5 инвар1антъ могуть имйть катя 
угодно значетя, то упомянутая дробь будетъ обращаться въ без-
конечность каждый разъ когда « , 2

2 —
 ana2i, между тймъ какъ <р 

остается коиечньшъ при всйхъ конечныхъ величинахъ коэФФи­

щентовъ. И такъ, мы имйемъ слйдующую теорему: 

Всякая прямая инварганта трехъ квадратичныхъ бинарныхъ 
формъ есть цуьлая функщя 6-ти инваргантъ А, В, C,D, Е й F . 

2) Когда v + v' + v' нечетное, то число среднихъ коэФФи­

щентовъ, входящйхъ въ каждый членъ разематриваемой инва-
piaHibi, должно быть нечетное, и слйдовательно выражеше инва-
piaHTbi приметь видъ: 

'У^П {R-+-S У~^А УМ] = У^П .R-+-T. Ум, 

гдй R, 8 п Т ращопальпыя Функцш 6-тн инвар1антъ, имйкшця въ 
знаменатели только никоторую степень А (которая можетъ быть 
и нулевою). Въ пастоящемъ случай разематриваемая пнвар1анта 
косая, слйдовательно должна мйнять знакъ отъ перестановки край-
нихъ коэФФищентовъ каждой изъ Формъ v и w, или, что одно и 
то же, отъ перемйны знака УМ. Поэтому должно быть 

В У^А -4- Т УШ= — (М У^А — ТУМ), 
откуда В = 0. Поэтому выражете всякой косой инвар1анты бу­
детъ имйть видъ 

ТУМ, 

гдй Т равно цйлой Функцш отъ А, В, С, D, Е, F, дйленной на 
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н4которую степень А. Но такъ какъ У Ж не обращается въ нуль 
при А — О, то не трудно убедиться, на основанш соображешй, 
подобныхъ предъидущимъ, что ращональная Функщя Т должна 
быть цгълою Функщею веЬхъ 6-ти инвар1антъ А, В, С, D, Е, F. 

ЗАДГБТИВЪ еще, что 

О 

Со 

О 

с 2 

= 1 Р (6А — Ъ0с2) = ±УЖ, 

мы можемъ высказать следующую теорему: 
Всякая косая umapiamia 3-хъ квадратичныхъ €инарныхъ 

формъ равна нгькоторой прямой инваргантгь, помноженной на 
косую инварианту 

К = У {ABC—AB2 — BE? — CF2 -+- 2BEF]. 

§ 12. Частные случаи изчезашя одной изъ инвар1антъ 2-го по­
рядка не представляютъ ничего новаго. Остается разобрать случай 
К=0. Въ этомъ случае ур. (8) § 10 даютъ: 

Lu-*-Bv+Qw=0, Bu-*-Mv-*-Pw=0, Qii-t-Pv-+-Nw=0... (6). 

ВСЕ эти 3 ур. выражаютъ одно и то же линейное соотношение 
между и, V, w, потому-что въ случае К = 0 определитель 

A F Е 
F 
Е 

В 
В 

В 
С 

= К2 = О, 

и следовательно между частными определителями 2-го порядка 
существуешь следующая зависимость: 

L.B:Q = B:M:P=Q:P:N. 

Обратно, если между Формами м, « n w существуешь линейное 
соотношеше, то определитель К равенъ нулю. И такъ ур. К= О 
есть ycjioeie, необходимое и достаточное для тою, чтобы между 
данными 3-мя формами существовало линейное соотношеше. 

Вследеше подобнаго соотношешя междуu,vим;, KOBapiaHTbi 
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p, q и г будутъ отличаться одна отъ другой только постояннымъ 
множителемъ, а слйдовательно вей 3 уравнешя 

р = 0, 2 = 0, г = 0 (7) 

будутъ выражать одну и ту же пару точекъ, которая, по свой­
ству Функщональнаго опредйлителя двухъ квадратичныхъ би­
нарныхъ Формъ , будетъ находиться в ъ гармоническомъ соотно­
шенш съ каждою изъ паръ точекъ: и = 0, v = 0, го = 0, дру­
гими словами, эти 3 пары точекъ составятъ инволющю, фокусы 
которой выражаются каждымъ изъ ур-. (7). 

Впрочемъ, вспомнивъ, что инвар1анты (pbf и (рс)2 тожде­
ственно равны нулю, а (ра)г = 2К, мы можемъ заключить непо­
средственно, что в ъ случай Д = 0 пара точекъ р = 0 находится 
в ъ гармоническомъ соотношенш съ каждою изъ паръ и — О, 
V = 0, м> = 0, и слйдовательно эти 3 послйдшя пары находятся 
в ъ инволюцш. Предыдущая соображешя имйютъ однако то пре­
имущество, что обнаруживаютъ въ то же время тождество между 
собою ур. (7). 

3. Система двухъ формъ 2-й и 3-й степеней. 

§ 13. Если даны Формы и = от, 3-+- 3bx2x2-*- 3cxtx*-t-dxf 
= aj = а* = . • . и v = ax?-+-2faiXi-*-4Xi

1 = aJ = a'J 
= = . . . , т о , составцвъ квадратичную KOBapiaHTy (Гешанъ) 
Ф о р м ы и, h — (adfaxdx = Ъх = Ьх = ..., м ы можемъ прило­
жить сказанное въ §§ 8 и 9 къ Формамъ v и й, и получимъ та-
кимъ образомъ три mmapiaHTbi, символическш выраженш кото-
рыхъ будутъ: 

A = \(«.oi)\ B = $(<*bf, С = $ ( № ? . . . (1) 

и KOBapiaHTy го = (аЬ)лхЬх, связанную съ v и А уравнешемъ 

«о* == — {Ah2 — 2Bhv -t- Cv*] . (2). 
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А по способу § 6 непосредственно получаемъ ковар'анты 

(аа)а*ах, (adfax, 

изъ которыхъ первая — Функциональный определитель « и » , а 
вторая замечательна тЬтъ, что она линейная. Означивъ ее чрезъ 
1 = ltXi-t-l&2, а чрезъ ср какую-нибудь KOBapianry, мы получимъ 
результанту ур. ср = 0 и I — О, принявъ въ <р ж,, = Х%, а х2 = — lf; 
эта результанта, какъ инвар1анта KOBapiaHTb со и I, будетъ также 
инвар1анта данныхъ Формъ и и v (§ 6) . Взявъ на место ср пооче-
реди V, и и и>, получаемъ инвар1анты: 

o J 2

2 _ = 2Е ) 
\ . . . (3), 

al* — З М Д - * - M X — «V = ) 

«'.А* ~ 2 " и * А "У,* = 2 # (4)-

Если мы изобразимъ Е чрезъ ^ (о?) 2, то въ этомъ выраженш 
только а будетъ имйть символическое значеше, а величины 
?Д J,£2 и I* должны быть разсматриваемы какъ настояшдя сте­
пени и произведетя. Чисто-символическое выражете Е будетъ 
\(al)(al'), такъ какъ символы I, I',... могуть входить только ли­
нейно, потому-что относятся къ линейной Функщи х. Чтобы полу­
чить окончательное выражете Е: СТОИТЬ только въ выражетяхъ 
I — (аа.)гах и I' = (a'a'fa'x ПОЛОЖИТЬ xt — a"2, х2 — — а",; по­
лучится (Za*) = (aa)2(aa"), (Га") = (о а')2 (а а"), и следовательно 
£ = ». (а'7) (а'Г) = £ (аа)2 (аа) 2 (аа") (аа"). 

Подобньшъ образомъ находимъ: 

2F= (a"'l) (о"7) (оТ) = (аа)2 (а а ) 2 ( aV) 2 (й'"а) (o'V) (ama'). 

Можно также написать: 

2F= (al) (at) (al") = (al) (at) (ad) («'a)2 

= — (al) (ad) (da) \ (I'd) (aa) (da) (Га)} (ур. 5, § 6). 

Выражете (ad)(al)(aT)(aa)(da) при переход* къ истанньшъ 
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коэФФНщентамъ и и v даетъ нуль, иотому-что мйняетъ знакъ отъ 
перемт,щетя а съ а' и I съ I', между твмъ какъ эти символы 
имйють попарно одинашя значешя. Поэтому 

2F=(adf(da)(al)(la). \ 
Наконецъ 

2К = (wl)(wl) = ' (ab){(al')(Ы) -t- (Ы)(al)\, 

или просто 

2К = (ab) (Ы) (al') = — (at,) (adf (al) (da) = 2F. 

И такъ, F и X — одна и та же инвар1анта. 
Всего у насъ теперь 5 инвар1антъ: А, Б, С, Е я К или F. 

Но такъ какъ число коэФФищентовъ ««неравно7, то число инва-
piaHTb, независимыхъ между собою, не можетъ быть бол-ве 4. 
Поэтому между иятью инвар1антами А, В, С, Е и К должна су­
ществовать зависимость. Такъ какъ первыя 4 прямыя, а пятая К 
косая, то весьма естественно попытаться выразить К2 чрезъ 
А, В, Си:'Е. Для этого можетъ послужить ур. (2), которое при 
хх = - 1 2 , х2 = — 1Х даетъ 

К2= — [AG2— 2BEG -+- С Е 2 ] ( 5 ) , 

гдй положено 

hJ2-2hJ2l(4-hJ2 = 2G (6). 

Остается выразить G чрезъ А, В, С я Е. Такъ какъ 

в = 4 (Ы) (60 = г ( М М 2 ( « а Т , 

то займемся сперва ковщ&тою t=(ba)(ba')(aaf а'х

2=т J. Вме­
сто этого выражешя можно написать 

t = I (ba) фа)\(aafdx

2-+- (dafaj] 

' = J (ba)(ba) {2(aa)(aa)<yi ж -+• (adf aj\ (yp. 4, § 6) 

= IW'JW? (a of-*- (a'bf (aaf — (aa'f(baf\ -+- \ (bb'f aj 
(УР- 5, § 6). 



Но изъ теорш одной кубической бинарной Формы известно, что 
линейная KOBapianra фа)2ах — (bdfa'x = 0 ' ) , следовательно 

t=—Bh + Cv, 
а поэтому 

G — | (та )* = АС— В*... (7). 

Подставивъ эту величину въ ур. (5), им-вемъ: 

К2 = —А(АС— В2)2 2ВЕ(АС— В2) — СЕ2... (8). 

Можно доказать, что все далыгБЙппя инвар1анты системы 
Формъ U4V суть ничто иное, какъ цЬльш ращональныя Функщи 
отъ А, В, С, Е и К. Для этого преобразуемом и » такимъобра­
зомъ, какъ указано въ конце § 7 . Пусть преобразованный Формы 
будуть: 

28Х,Хг и XX, 3 - .- З Т х Х , 2 Х 2 •+- 3 V i t X A 1 н- \'Х2

3. 

Составивъ выражешя инвар1антъ А, В, С и JE? въ Функщи КОЭФ-

Фищентовъ этихъ Формъ, имеемъ 

А = — S2, S = 8()c —XX'), Е = — 48\ | 

< 7 = — Х 2 Х' 2 —4У?(Х-нХ' ) -1-Зх 2 -*-6хХХ' , J 

Эти 4 ур. решаются относительно 8, х, X и X', откуда можно за­
ключить, что А, В, С и Е суть независимый между собою Функ­
щи этихъ коэФФИщентовъ. Всякая инвар1анта, будучи целою Функ-
щею сихъ последнихъ, выразится поэтому и чрезъ А, В, С ß Е. 
Решая ур. (9), находимъ: 

Е 4АВ — Е 
, АЛ — iV—A* ' 4У—Л« 

2 А* с — 2А*В* — 2 A B E ЕР­

У—А* У—Е* 

(Х-Х')2= ~^={-AsCi-AB^2AiB2(U-2ABCE-2B3E-CE1\, 

>) См. § в, стран. 36 и 87. 
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и накояецъ 

Х = , 1 { L ± У^А3 Ум\ 
Y — A3 V — E3 

X' = - 1 { L + У^А3 УЩ, 
гдй L обозначаетъ числитель выражешя X -*-Х', дйленный на 2, 
а М многочленный множитель предыдущего выражешя. Подста-
вивъ найденныя величины 8, ж, \ и X' въ выражеше какой-либудь 
инвар1анты Ф о р м ъ ияу 

? ( а , р, ъ а, Ъ, с, ä) = 8"*ДХ, Уж, Уж, X'), 

гдй т степень ср относительно а, a f цйлая однородная функ­
щя, получимъ: 

:Y—A3M — Е —Е 
• А^У—е' zV—a^V^Te' 2Y-A*Y—e' 

ey-^&V^e)' 

Это выражеше очевидно приведется къ виду 

Зн н 

<р = (— А)' *'(—Е)*Е \P4-QV—AZM), 

гдй Р я Q цйлыя Функщи 4-хъ инвар1антъ А, В, С я Е, гнилое 

положительное число, а п степень са относительно коэФФищентовъ м. 

Не трудно замътить, что число п всегда четное. Въ самомъ 
дйлй, если ср' = rvcp, гдй ф' означаеть инвар!анту ф, составлен­
ную изъ коэФФищентовъ, нроисшедшихъ отъ совершенно произ­
вольного преобразовашя Формъ и и v, то пйлое число v = ^ (Зи-t- 2т) 
(§3 ) . Эта же Формула можетъ давать цйлыя числа только при 
четномъ п. Принявъ п = 2р, и положивъ \t.-t-p = q, получимъ: 

Ф = ( — A ) i l m ~ s p ) (—Е)~Ч{Р+ Qy—А3М\. 

Нужно теперь различить два случая: когда v четное, и когда v 
нечетное. Въ первомъ случай инвар1анта ф прямая, я слйдова-



тельно не изменится отъ перестановки X и X' (§ 2). Но такъ какъ 
величины X п X' отличаются только знаками при V-— А3М, то 
эта перестановка приводится къ перемени знака этого радикала. 
И такъ, при четномъ v должно быть: 

P-+-Qy~A3M=P—Qy—Ä3M, 

откуда Q = 0. 

При нечетпомъ же v, инварианта ср будетъ косая, и следова­
тельно переменить знакъ отъ перемещены X и X', т. е. отъ пе­
ремены знака У — АгМ. Поэтому при нечетномъ v должно быть: 

Р + У — А 3 Ж = — (Р—ЯУ—А3М), 

откуда Р= 0. 
И такъ общш видъ прямой инвар1анты будетъ: 

{-АУ(т~ч\~Е)-я.Р, 

где Р целая Функщя А, В, С, Е; а общш видъ косой инвар1анты: 

{ - A t m - z ^ \ - E ) - q (}УШ, 

где Q целая Функщя А, В, С, Ё, а М известный полиномъ. Въ 
обоихъ этихъ выражешяхъ степень — А будетъ цгьлая. При v 
четномъ = 2р = Зр -+- т, т — Зр = 2(д — Зр), и следовательно 
X (да—Зр) число целое; а при v нечетномъ = 2р' -+-1 = Зр •+• т, 
т — Зр -+- 3 = 2 (р' — Зр-*- 2), и следовательно £ (т — Зр -+- 3) 
опять число целое. И такъ, если <р прямая инвар!анта, то она 
приведется къ виду 

а если она косая — къ виду 

I 

ГДЕ s, t и q обозначаюгь целыя положительный числа, которыя 
могуть быть и нулями. 



Уравнеше (10) выведено въ предположена, что ни А, ни Е 
неравны нулю. Но если между коэФФИщентамиииусуществуеть 
уравнеше 

АгЕ?.<?{<1,$,Ъа,Ъ,с,а)^Р 
при ВСБХЪ значешяхъ этихъ коэФФИщентовъ, не обращающихъ 
въ нуль ни А, ни Е, то это уравнеше должно быть тождествен-
нымъ. А въ такомъ случае оно будеть справедливо при всшъ ве-
личинахъ коэФФИщентовъ безъ исключешя, и вместе съ тьмъ и 
ур. (10). Подобнымъ образомъ можно показать, что и ур. (11) 
остается вт>рнымъ при значентхъ коэФФИщентовъ, обращающихъ 
въ нуль А и Е, порознь или одновременно. 

Если же <р = JSJÄI
 ГД* ф Ц'Ьлая Функщя коэФФИщентовъ, то 

-j^s должно привестись къ целой Функц1и отъ А, В, С и Е, по-

тому-что всякое выражеше, которое, будучи приведено къ про­
стейшему виду, содержитъ еще въ знаменателе А или Е, или 
произведете степеней An Е, при независимости между собою 

HHBapiaHTb А, В, С и Е, непременно обратится въ безконечность 
при А — 0, или при Е — 0, или въ обоихъ случаяхъ, и следова­
тельно не можеть равняться инвар1антБ <р, остающейся конечною 
при всехъ возможныхъ конечныхъ величинахъ коэФФИщентовъ 

и И V. 
Подобнымъ образомъ и въ ур. (11) должно быть целою 

Функщею отъ А, В, С а Е, потому-что иначе, такъ какъ УМ 

не обращается въ нуль ни при А = 0, ни при Е — 0, выраже­

ш е - ^ г ^ ^ Ж обращалось бы въ безконечность при А= 0, или 

п р и Е = 0 , пли даже въ обоихъ случаяхъ, — что невозможно, 
если оно равняется целой Функщи <р отъ коэФФИщентовъ и я v. 

Замвтивъ еще, что I = — 28 У х ( Х , -+- Х2), а следовательно 

K — F = — 48 3 х 3 (X — X') = qp УМ, что согласно съ ур. (8), 
им^еыь следующую теорему: 

Всякая прямая инварианта формъ и и v есть цгьлая функщя 



отъ А, В, С и Е, а всякая косая инварианта равна ншоторой 
прямой инваргантп, помноженной на косую инварганту К. 

§ 1 4 . Типичешя выражетя формъ и и v и ихъ коваргантъ. 
Если мы имйемъ KOBapiaHTy ф степени и, то можемъ получить 
сколько угодно KOBapiaHTb той же самой степени, составивъ сна­
чала Функциональные онредйлители ф съ каждою изъ квадратич­
ныхъ Формъ V, h и го, и поступая съ полученными ковар1антами 
точно такъ, какъ съ ф. Такимъ образомъ, имйя одну линейную 
KOBapiaHTy l=l^ct-+-l^ea=(aafax, мы можемъ получить сколько 
угодно линейныхъ KOBapiaHTb. Напримйръ Функщональный опре-
дйлитель го а I будетъ (wl)wx. Обозначивъ эту KOBapiaHTy чрезъ 
2»», имйемъ двй перемътшыя I и т, связанный съ ж, и х2 линей-
нымъ образомъ, и следовательно можемъ ввести ихъ на мйсто 
xt и х3 въ выражетя и и v и всйхъ KOBapiaHTb. Вообще, если 
никоторая система Формъ имйетъ линейнью ковар1анты, то по 
введенш двухъ изъ нихъ, положимъ, 2июг,намйстоперемйнныхъ 
ж, и х2, вей коэФФищенты преобразованныхъ Формъ будутъинва-
piaHTbi. Въ самомъ дйлй, рйшая ур. 

ltxt -+- IQX2 = I, т,х, -н m&2 — m i 

находимъ г. Xy—l^m—mj,, r.x2— — i , « + M , l , гдй r=w,ü 2—mj,^; 
и если ф = p<fii* •+• s .р%х'~ххг -+-... —px KoeapiaHTa данной 
системы Формъ, то подставивъ величины ху ях2, получимъ: 

г*ф = P0ms — sP,m s - 'V - + - . . . , 

гдй 

Ро = ? № , — h) = (piy, 

(§§ 1 и 5). Символическая выраженшР„,Р и . . . доказываютъ(§ 6), 
что эти коэФФищенты суть HHBapiaHTbi данной системы Формъ. 
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<Р/т = Т (14). 

Отсюда, при 9 = w, находимъ wlm = 0; а изъ ур. (4) § 9, на-
писавъ V и h на место м и v, получимъ 

(vw) vxwx = vtw2 — v2w, = — (Ah — Bv) 

(hw)hxwx = htw2 — Äâ , = — (Eh — Cv). 

Чтобы получить vlm и hlm, нужно заменить въ этихъ ур. ж, и х2 

постоянными 1г и — Z , (ур. 14); поэтому будеть 

vlm = -(AG-BE);hlm = -(BG-CE)... (15). 

Остается определить коэффищенты при f. Для этого зам*тюгь, 

Въ случат, д в у х ъ Формъ и = ах,3 + , . . и о = аа;,2 - + - . . . , опре­
делитель линейныхъ ковараантъ т-±=\ (wl)wx и I — (аа)*а , 

mtk — 1,т, = (mV) = \ (wl) (wt) = К, 

и следовательно будеть 

Kt.v=v,p%—2vlJm4-vmmr \ 
K\h =hnm*-2h,Jm+hmJ J . . . (12). 

K2.w = wnm2 — 2wlmlm-+-гсттР ) 

Выражешя коэФФИщентовъ этихъ Формулъ получаются весьма 
легко. Въ силу у р . (3), (4), (6) имт>емъ непосредственно 

v„=2E, hu=2G, wu = 2K... (13). 

Далее, такъ какъ вообще при 9 = 9 ^ 

9ы = (¥) (?»*) = 4- (ФО (fw) ("О = i (9W) (¥) («Oi 

а это равно половине Функщональнаго определителя (<fw)<pxwx, 
въ которомъ на место ж, и х2 написано 4 и — J,, то 



что по самому опредъмешю 

W = V1k2 Vjlt : 
A ( l - й 1 2 А2-2 

2 2 
Х% ~~"~* ХуХ2 Х\ 

=wux2-+- 2го12х^х3-*-гс22хг

2 

Щ^Ш 2 ,̂2^12 И З Д , = 0, Wuhn 2w%Jl,2 -+- M?2Al — О, 

а по утр. (6) § 9 и>,,г%2 — u>i2 = АС—В1. Поэтому, составивъ 
соответственный выражения изъ коэФФищентовъ преобразован-
ныхъ Формъ (12), получимъ: 

V « - Щт

2 = К* В2) = K2G, 

>mm

vii = °> It mm 

откуда, помощью ур. (13) и (15), выводимъ: 

"\»« = k KG,vmn = - XGE, hmm = - »Ö 2 (16). 

И такъ, обозначивъ для сокращешя производный X 2 по G и Е, 
дйленнын на 2 

— (AG —BE) и BG — CE 

} (17) 

чрезъ S и Т, имеемъ: vlm = S, hlm = — Т, 

УК2. V = JSw* — 8ml — iEGl2 = E(m2 —\Gf) — Sim 

\K2.h = Gm2 + Tml — \G2l2 = G(m2 — \GF) -+- Tim 

\K .w= m2 -+-\GP 

И такъ 
m, + \Gl2 = $K.tv (18); 

а решая ур. (17) атносительно m2 — \GP\i Im, и взявъ во вни-
маше, что 

ЕТч-GS^K2, 

file:///GP/i
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получимъ: 

т2 — \Qf = \{8Н-*-Щ... (19), 

lm=*(Eh — Gv)... (20). 

Отсюда видно, что выражете Eh— Gv всегда разлагается на 
ращоналъные множители. 

Изъ ур. (18), (19) и (20) можно еще вывести: 

т2= \{Kw -t-Sh + Tv))'" ( }' 

Остается еще выразить и чрезъ I и т. Для этого вычислимъ 
сначала выражешя 

ии = и, ,la

2 — 2ut2l,l2 -+- unl2, 

ulm = «„Z 2 m 2 — 2w,2 (lxm2 -+- 12т{) -+- щ^т,, 

итт— и„т2 — 2 м 1 2 т , т 2 •+- ипт2. 

Величины этихъ линейныхъ Функцш получатся изъ ур. (20) и 
(21), если напишемъвъ нихъ на Micro a?,2, xtxa и х? вторьш про-
изводныя отъ и: м и , — u i t , uit. Отъ этого h обратится въ 
А11М22—2h,2u1a-t-h22u„ = (ba)\ = 0 (§ 6), v—въ г„и^—2г>,»«,2 

H - f 2 2 M 1 , = ( a a ) 2 a a . = Z , а го—въ линейную KOBapiaHTy м^Ии—2w 1 2 Wi 2 

-+- w2iu„ = (wdfax, которая во всякомъ случай отъ введенш но-
выхъ перемйнныхъ I и т на мйсто ж, и х^ приметь видъ У'у*. 
Поэтому будетъ: 

Если вообще t какая ни есть линейная Функцш ж, и ж2, то 
K.t = tlm — tml, гдй < m = t,mt—ty»,, а * , = — Mi• В з я в ъ 

на мйсто f поочереди ии, и ш , и т т , и изобразивъ K3« чрезъ 
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и,,»»3 r— bupjm* ZulmJ?m — w m , f , получимъ: 

\GKutt = \G (ul3m — =*[(p — T)l-t-qm], 

Kulm = uVmm — ulmJ = _ £ <Я, -

K"mm = « i m » » — = f [(p - * - ^ Z gm].. 

Сравнивая коэффищенты при h m , находимъ: 

(?«,, = off, GuPm = —(p — T)K, 

* l ' m = ° > « I m » ™ * * 3 1 * » 

откуда: 

j» = T, q = 2G, 

uti = 2 Z , M p m = О, и ы г = »<Ж, M m J = — 

и наконецъ 

2 E a . « = 4 w 3 - i - 3 G f 2 » » - i - T ? 3 . . . (22). 

Выражешя и, v, h яго въ Функцш линейныхъ KOBapiaHTb назы­
ваются типическими выражениями этихъ Формъ. Помощью ур. 
(17), (18) и (22) не трудно разобрать вст> частные случаи, кото­
рые могуть встретиться при К, не равномъ нулю. Не останав­
ливаясь на исчезаши инвар1антъ А, В, я С, я замечу только, что 
при Е = 0 въ силу ур. (20) v разлагается на рацюнальные мно­
жители I и т, а въ случае G = Ö h разлагается на те же мно­
жители. 

§ 15. Приведете и, v, h и w къ типическому виду попредъ-
идущему способу невозможно, если К = 0. Можно однако заменить 
въ такомъ случае одну изъ 2-хъ линейныхъ ковар1антъ, напр. т, 
другою KOBapiaHTÖio, и = nföi - t - П2Х2, если только Z,Wj — /аИ| 
не = 0. Принявъ п = \ (аТ) ах, находимъ (nl) = \ (al) (al') = Е; 
поэтом}-, если только Е не равно нулю, то можно выразить вей 
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упомянутый Формы чрезъ Ian, какое бы ни было К. Начнемъ 
опять съ V, h и го. Въ выражешяхъ 

Е2. V = vun2 — 2vlnln -+- vMP \ 

E2.h = \ n 2 — 2hjn -+-hnip \ (23) 

E2 .w = wnn2 — 2w,„ln -+- w l 2 ) 
U In nn 

первые коэФФищенты уже известны (13); адляопредвлешясред-
нихъ замътимъ, что вообще при со = <рх

2 

9in = (фО (фи) = ^ (<р0 ( f a ) (ai'), 

откуда заключаемъ, что ф м равно ПОЛОВИНЕ Функшональнаго опре­
делителя (фа)фягаа. при xt = l2, х2 =— I,. Поэтому vln=0; 
а такъ какъ A,i>2 —- h2vA — — го, & го(о2 — w2vx = Ah—Bv, то 
hln = —К, a wtn — — S. Остается определить послвдте коэФ­
Фищенты. Для этого составимъ дискриминанты выраженш (23). 
Получимъ: 

V / 1 " ?ы=&(*1 — = A откуда vnn = \АЕ, 
&<АС

 - B 2 ) = E*G, » wnn=-\AK, 

Ым-Ъы

%
 = = » Кп — ВЕ—\AG. 

Поэтому будетъ: 

\Е .v = n2+-\Al2 \ 

\E2.h = Gn2-+-KU-+-\(2BE—AG)V [ . . . (24). 

\E2.w = Kn2-t-Sln~\AKf. J 

Опредвлимь теперь коэФФищенты Формулы: 

E3.u = Ln3 — ШпЧ Ш2п — PI3. 

Изъ сказаннаго въ § 14ЪгБдуетъ, что L = (al)3 = 2F = 2К, 
а изъ ур. ип = 2т, выведеннаго въ предъидущемъ "§, принявъ 
во внимаше, что ыи = (alfax, находимъ при хА — п%, хг = — и , : 

М= (al)2 (an) = 2 (тп) = (ma) (al). 
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Но 
lm=i(Eh — Gv), ... (20), 

следовательно 
(la) (та) = ЕВ — AG = S, 

а поэтому 
M=—S. 

Чтобы получить N, положимъ въ первомъ изъ ур. (24) ж, = а 2 , 
х% — — а,, и помножимъ его еще на (al). Получимъ: 

4 Е (aaf (al) = (naf (al) A (al)3. 
Ho 

(aaf (al) = — (oaf (a'a'f (a'a) = 0, 
следовательно 

N-+-\AL = 0, или N= — \AK. 

Наконепъ изъ 1-го ур. (24), принявъ ж, = а 2, х2 = —а, и по-
нноживъ его на (ап), выводимы 

4 Е (aaf (an) = (aw) 3 -t-\A (an) (al)2, 

или, такъ какъ (aaf(ari)=^(aaf(aa')(a'l)——l(a'l)(a'l')=—Е, 

Р-+-±АМ= —iE2, или P=\(AS— 2Е2). 

И такъ новое типическое изображете и будетъ: 

Е3. и = 2Кп3 -+- ЪвпЧ — | J Z n P -1(2Е2 — AS)l3... (2 5). 

При.К~=^0, E2.w=2Sln, а E l w ^ Z O & i 2 - ^ 1 ( 2 ^ — J-S)^]. 
Обе Формы и в w содержать множитель I. Следовательно въ слу­
чал К— 0 одна изъ двухъ точекъ гс= 0, находящихся въ гар­
моническомъ соотношенш съ каждою изъ двухъ паръ точекъv=0 
и h— 0, совпадаетъ съ одною изъ точекъ и= 0. 

§ 16. Когда обе инвар1анты К и Е одновременно обра­
щаются въ нуль, тогда ни одно изъ двухъ предъидущихъ преоб­
разованы* не возможно. Въ этомъ случае, въ силу ур. (3) § 13, 
я н » имеютъ общш множитель/. А такъ какъ п р и Е = 0 .йГпри-
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водится къ — A G 2 , то въ случат, Е=0, К— 0 еще должно 
быть либо А = 0, либо G — 0. Я разберу ОТДЕЛЬНО оба случая, 
допуская, что ни одна изъ ковар1антъ не обращается тождественно 
въ нуль. 

1. Въ случат. А —0, Gm — 0, такъ какъ v делится на I, 
будеть v = pf2, где р постоянное. И такъ при К=0, Е= О, 
А = 0 и G не = 0, и дтълится на I, a v на f. Въ этомъ случае 
можно ввести на место ж, и ж2 линейныя ковар1анты 1жр = \ (Щ Ъх, 
определитель которыхъ равенъ G. Если притомъ еще С= 0, то 
А = тХ2, где т постоянное, а X линейный множитель, отличный 
отъI. Принявъu=l(al2-t-ЗЭДХ-+-ЗсХ2),находимъh—2(ас—ft2)/2 

— 2ЪсМ—2с2Х2, откуда 6 = 0 , а—О, т = — 2 с 2 , т . е . м = с й Л 

2. Въ случае G = АС— В2 = О, А не = 0, и, h, w и v 
имеють. обшдй множитель I, a w = рТ; притомъ 

a) если ни С, ни В не = 0, то .4 = -д, и ни А, ни v не пол­
ные квадраты. Пусть й = 2ilq, v = izl2~t- 2$lq; тогда м = j » i 3 - i - vg3. 
Но вычисливъ I по этимъ Формуламъ, находимъ I = isvg, что не­
возможно, такъ какъ q линейный множитель, отличный вть I. И 
такъ, этоть случай не можетъ представиться, пока I не обра­
щается тождественно въ нуль. 

b) если С — 0, а следовательно и В = 0, то й = pZ2, г> = als, 
и следовательно м = Р (\ь1 -+- 3vs). 

Наконецъ, если въ одно время i = 0 и 6 = 0, то В также 
= 0 , и следовательно v = pf, h — p'fo, м = y.13-t- vs3, откуда 
Z = pvs, что невозможно. Следовательно и этоть случай не мо­
жетъ встретиться, пока I не равно тождественно нулю. 

Остается еще разобрать случай, когда I тождественно равно 
нулю, т. е. /, = 0 и 13 = 0. Тогда Е, G и К равны нулю. 

1. Пусть V не квадратъ, а = ржу; тогда, такъ какъ 1 = — рм12, 
м,2 должно тождественно равняться нулю, и след. u = px3-*-vy3, 
h = 2уяху, т. е. V пропорционально Гессгану отъ «. 

2. Пусть V = рж2, тогда А = 0, и такъ какъ G = AG—В2, 
то В также = 0. Въ этомъ случае I — p « « , следовательно м» 
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тождественно равно нулю, т. е. м. = ж2 {ах •+- by); другими ело* 
вами: и ДЕЛИТСЯ на v; а й = — 2Ь2ж2, следовательно С— 0. 

Въ обоихъ случаяхъ, по причине пропорциональности v и й, 
Функциональный определитель го этихъ Формъ тождественно обра­
щается въ нудь. 

4. Система двухъ формъ 2-й и 4-й степеней. 

§ 17. Пусть будетъ м = аж/н- 4bxt

3x2-+- 6cx2x2

2-+-idx{x2

3 

ех2 — a J = a J — v = а„ж, 2 -+- 2 а^х2 -*- а2 2ж2

2 = aj 
= а! 2 = . . . Кроме инвар1антъ и KOBapiaHTb каждой отдельной 
Формы, по способу § 6 получаемъ рядъ квадратическихъ кова-
piaHTb, зависящихъ отъ коэФФищентовъ обеихъ Формъ: 

ß = ?„х? = ( а а ) V = гУ = ßV = . . . 

т = ъ , ж , 2 - . - • • • = = т * 2 = V*2 = • 

8 = W ^ - . . . = ( « Y ) V = V = C = --- I 
J 

Можно доказать, что Ь и ВСЕ дальнейппя ковар1анты, полу­
чаемый этимъ путемъ, выражаются линейно помощью предъиду-
щихъ. Пусть будутъ I, т, п, р 4 последовательный ковар1анты 
ряда (1), т. е. пусть l = lx

2,m = mx

2=(IdfaJ, п = пх

2=(mdfa2, 
Р=РХ* = {ndfa2, тогда 

j r = (па')2а'х

3 = (та)2 (аа')2а'х

2 = (аа)2 (la'f (а"а)2а2, 

или, что одно и то же: 

p = (ad)2(la")2(a"a')2a2, 
откуда 

2р = (ad)2(laf {(a'afa'J(da)а2\. 

Но изъ тождественнаго уравненш 

ax(a'a") + dx(a"d) = -d'x(aa') 



находимъ: 

ах*(аа"? - ь «V ( « V = 2 a . e ' . («'«) («"«') ~»" * У 
Следовательно 

2p = (во')1. (laf a*.1 2a .a ' e (aa^a'a^aa'? (ti)\ 
или 

2i> = (aa') s. (Za7 a"x

J - ь 2 т , . . . (2), 

гд4 т = аха'х (аа') (а' а") (аа')* (la"f. Для определенш этой квадра­
тичной ковар1анты, возьмешь сумму 3-хъ выражеши т, получае-
мыхъ носредствомъ круговаго перемещетя а, а', а". Получимъ: 
Зт = — (аа)(а'а")(а"а) 

X { v ' , ( a a O W + e'yx(aV')(aO* + a> x(a''a)(a 'Z) J}, 

или, взявъ во внимаше ур. (6) § 6, 

Зт = (aa'f (aV)V«) 2 -
Поэтому, если мы означимъ инвар1анты Формы м, символическая 
выражешя которыхъ суть ^(аа'? и %(аа'?(а'аУ(а"а?, чрезъ 
г и J", то будеть 

р == г т -+- 2j I (3). 

Это уравнеше показываетъ, что каждая изъ коваргантг (1) есть 
линейная функция двухъ предшествующих^ ей не непосредственно, 
а черезъ одну коварганту, т. е. 8 выразится чрезъ v и ß, е чрезъ 
р и if) и т. д. 

Между инвар!антами квадратичныхъ Формъ I, т, пар также 
существують замечательный соотношешя. Если вообще обозна­
чить чрезъ Agr или Arq инвар1анту двухъ квадратичныхъ Формъ 
q = qx = .,. и г = гх — ..., символическое выражеше кото­
рой есть (qr?, и составимъ систему инвар1антъ 

К Km Кп к 
Ami 

А 
mm Кп Кр 

Кг Km Кп Km 
пр 

Л * \т Кп Арр> 

(Л), 
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Л2 

откуда 

Aas = Aft — г Аа$ -+- 2j Аа (6). 

Подобнымъ образомъ, принявъ въ ур. (3) I = v, xi = ß2, 
х2 — — ß,, имйемь: 

откуда 
(Sß)a = i (ßß ' ) a -b2i(aß) 2 , 

— A n = i Aft -+- 2j Aß • (7). 

Кромй этихъ HHBapiaHTb, квадратичныя Формы v, ß, 7 имйютъ 
косую HHBapiaHry 

а,, а 1 2 а.22 

ßl1 ßl2 ßä2 

Y11 Y«2 Y» 

(§ 10), вйсъ которой = 9, такъ какъ она 3-й степени относи­
тельно коэФФищентовъ каждой изъ Формъ « и v. Квадратъ этой 

то не только будетъ А1т = А ш , Аы = А1п, . . . , но также 

, Подобнымъ образомъ докажемъ, что Арт = Апп. Наконецъ 

^ = l(tf=\WW=H»rf = <*-m»----; .(5). 

При 2 = V, инвар1анты, соответствующая системе (А), бу­
дутъ: 

Ааа, Аа$, АЛу = , Aas = Aft, A$s = -4 T T , -4 y*, Ass • 

Помощью ур. (3) можно выразить Aft и Ауу чрезъ А м , Аа^ 
Арр, inj. Принявъвъур. (3) l—v, xt = a2, ж 2 = — а,, имйемь: 
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инварианты выражается слйдующимъ образомъ: 

Ааа Адф Лау 

К2 Ар* Afö A$r 

АуЛ Atf "̂ ТТ 

Подставивъ сюда величины Jp Y и Ауу изъ ур. (6) и (7), ин£емъ: 

Ааа. Аа$ 

К2 — А lajä Afö 2j Jaa *Дхв (8). 

%Ала •+- iAä$ 2jAa$ -+- ü p e 

§ 18. На Micro и мы можемъ взять ковар1анту h=(аа')2аа

2а'х

2 

= bj = b'J = . . . , которая одинаковой степени съ и, и соста­
вить изъ А и V подобный же рядъ KOBapiaHTb, какъ (1). Символи­
чески выраженш этихъ ковар1антъ будутъ: 

( Ь а ) \ 2 , (bß)V, (&r)V»--

Эти KOBapiaHTbi не представляють однако ничего новаго, а выра­
жаются линейно чрезъ v, ß, Y , . . . 

Изъ уравнешя 
Ъх< = (аа)2ах

2а'х

2 

выводимъ 

2ЪХ

3 фа) = {аа)2\аха2 {аа) и- а х а 2 (а'а)\, . 

&Ъ2фа)2 = {аа)2 {Ааха'х {аа) (а'а) -f- а'2 (аа)2 -.- а 2 (а'а)2\... (9). 

Но возведя въ квадратъ тождественное уравнеше 

ах (а'а) -+- а'х (аа) — — ах (аа ) , 

находимъ: ' 

. а 2 (da)2 -н d 2 (аа)2 — 2аха'х (аа) (da) = а 2 (ad)2. 

Подставивъ отсюда величину удвоеннаго произведетя въ ур. (9), 
вмьемъ 

&Ъ2фа)2 = {За ' х

2 (аа) 2 -i- За, 2 (аа) 2}(ad) 2 — 2(ad)\2... (10). 
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Перейдя оть символическихъ выраженш къ настояшдмъ, имйемъ, 
такъ какъ у = (a'ßfdx = dx

2(adf (aaf: 

K\b*y = y—$v (П) . 

Написавъ въ ур. (10) ß на место а, имйемъ: 

в V ( Щ г I З а , * ( « # + За/(äff\ (adf-2ß.«(adf. 
Но 

(atf(aafa'e* = = 

следовательно будетъ 

b . W = « — f t p (12). 

Ур. (11) и (12) приводятся Клебшемъ и Горданомъ безъ до­
казательства въмемуарй «Sulla rappresentazione tipica delle forme 
Jbinarie». Въ ур. (12) можно заменить ковар1анту <5,ея величиною, 
получаемою изъ ур. (3) при I = v: 

8 = «ß -+- 2jv. 
Тогда получимъ: 

^ 2 W ) 2 = i*ß-*-2it; (13). 

Между KOBapiaHTaMä а = v, ß и -у существуетъ тождествен­
ное ур., которое по доказанному въ § 10 имеетъ видъ: 

Лаа Аа$ а 

Jaß J a ? Aft ß -

4ßß ^% A r Y 
a ß 7 0 

или: 

5 « « o ' H - ^ , - H i ? r r ' t > - b 2 B ^ a ß - + - 2 i ? e Y a j H - 2 B ß T ß Y = = Ö . . (15), 

где2? а<х,... частные определители 2-го порядка, составленные 
изъ элементовъ Ааа, Аа$, — 

Означивъ чрезъ Ф(а, ß, у) первую часть ур. (15), въ силу 



ур . (8) § 10 имт>емъ еще схвдующш Формулы: 

K(a.i$2 — «4Pi) 

где а, и Ог означаютъ первыя производньш v, дъменныя на 2, 

р, » р 2 » » < р, » » » 

Y, » Y a в » ' м Y> и » » . 

Кроме того, помощью Формулы (3) § 9 квадраты Функцюналь-
ныхъ определителей каждыхъ двухъ ковар1антъ системы (1) вы­
ражаются въ виде ращональныхъ Функщи этихъ ковар1антъ безъ 
содействш К. Наконецъ сама Функщя и можетъ быть представ­
лена въ виде пилой Функцш 2-й степени отъ v, р и Y- Для этого 
стоить только исключить и„, w 1 2 , M2j изъ ур. 

М И Л 2 2 2М 1 2 <Х| 2 -+-«22*11 = Р 

«11P22 — 2м, 2р 1 2 -*- Щ$н = Y 

' «11Y22 — 2м12Т<2 -*-M 22Yii = s 

и„х,2 -*- 2м12ж,а;2 -+ - иг2х2

2 = м,' 

что всегда возможно, если только К не = 0. Результата исклю-
четя будеть: 

а 22 а 12 а и Р 

Р22 —Pi2 Рп Y _ 0 

Y22 — Y12 Y h s 

ж, 2 ж,ж 2 ж 2

2 « 
откуда: 

2Ки— — 

<*Ъ2 а 1 2 а,, Р 

Р*2 Р<2 Ри Y 

Y»2 7 « Yu 

*' * Л 0 

= 1Ф' (а) = Б а а а -+- Б арр -+- £ « Y Y ] 

= | Ф ' (р) = Б р а а % р -н B P Y Y J , . . . (16), 

= (Т) = 5 т « а Буф -*- В-пЧ * 
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Помноживъ это ур. на следующее: 

получимъ: 

« 3 2 2а, 2 
а и О 

Y22 

2ß« 

2Yi2 

ßll 

Tu 

О 

О 

О О О 1 

Ааа A ß -Ау ß" 

и — — 
A ß % A Y Y и — — 
А A ß A Y 8 

а ß Y О 

(18). 

Подставивъ сюда величины AY> A Y и >̂ получимъ К*и въ Функ­
щи а, ß, 7 и пяти инвар1антъ А а , A ß , A ß ? * 1 1 J- Д л я облегче-
н1я письма въ окончательныхъ Формулахъ наместо А а , A ß , A ß 
можно писать А, В, С. Тогда ур. (8) приметь видъ 

К2 — 

Л В С 

В С 2jA-*-iB 

С 2jA-*-iB 2jB-*-iC 

(8), 

или: 
К=—A(2jA-t- iBf-t- 2j(3ABC— В8) -+- i (АС2-*- В2 С)—С8, 

а ур. (18) будетъ: 

А В С ß 

В С 2jA-t-iB у 

С 2jA-+-iB 2jB-+-iC 2;<n-tß 

a ß Y О 

2 Z 2 . w = (18), 

гдй a, ß, у суть 3 квадратичныя Формы, связанный ур. (15). 

§ 19. Можно доказать, что система Формъ и = axf-t-... и 
V = а „ х 2 н е имеетъ никакихъ инвараантъ, отличныхъ отъ 
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А, В, С, i, з и К, другими словами, что всякая инвар1анта этой 
системы Формъ можетъ быть представлена въ ВИДЕ ЦЕЛОЙ ращо-
нальной Функцш этихъ 6-тиинвар1анть. Для этого сдъмаемъ такую 
подстановку модуля 1, чтобы v обратилось въ'2(«.ХГ. Пусть и оть 
этого обращается въа 0 Х*-н4о 1 Х 3 1'н-6а 9 Х*Г 2 -*-4а 3 ХГ 3 -+-а 4 Г*. 
Тогда будеть 

р = а„м 2 г —2а 1 2 м 1 2 -4 - а 2 2 м„ = — 2 l t ( a , X 2 - t - 2а 2 ХГ-+- ааГ*), 

а поэтому: 

B = 2a2tf, 

С= 4{t 2(a 1a 3 — а2), 

i = а 0 а 4 — 4а,а 3-*-За 2

2, 

3 =a0a2ai — ai

2a( — a3X+2a(aaai—a*. 

Отсюда: 
— - . . . . 

\t = V — A, « 2 = — 5 7 , 

В2 —АС . Вг — ААС ,1Ч 
йЛ — 4А2 ' «004 = * -+-—05 С 1) 

, 2 2\ 2J4 - 4 - \В В* — ЗАВС , ч 

— ( < W ««а,) = - i - ^ 1 (а) 
2 2 2 2 {В?-ACf{iA4-*-B* — iAC) 

а0аз . а 4 а/ == в 0а«. о, а 3 = v " ш , 
, 2 M_(%jA-*-iB B*-3ABC\i (B*-ACWÄ4+B*—lA С) 
(в 0а 3 а 4 а,; — [—^л н 1л5 / -164« 

= _ _ _ ^ { _ Л ( 2 j 4 + £ i ) 2 H - 2 j ( 3 ^ ß C - 5 V ^ 2 C - ^ C 2 ) - ( 7 3 } 

ж 

где Ж означаете полиномъ, заключающиеся въ главвыхъ скоб-
кахъ; или: 
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Щъ ураввянш (а) н (ß) выводимъ, положивъ А2 (2JA •+• iB) 

^.^(В3— 3ABC)z=L: 

. . . . (2). 

Замйтимъ теперь, что если <р(а,,, а 1 2 , а^ , а, Ъ, с, d, ё) есть 
HHBäpiäHTä Формъ и и v, и слйдовательно равняется 

и . п .ф (а 0 ) а,, а а , « з , а 4 ) , . . , (3), 

гдй п степень 9 относительно коэФФищентовъ v, а ф цйлая Функ­
щя, то въ выражешя ф ( а 0 , . . . а,) коэФФищенты а 0, а ( , а 3, а, не 
могуть группироваться иначе, какъ они сгруппированы въ ур. 
(1) и (2). Въ этомъ можно убедиться, на основанш теоремы, что 
сумма значковъ во всйхъ членахъ инвар!анты должна быть одна 
и та же, въ настоящемъ случай п~н 2т (§ 2), гдй т означаетъ 
степень 9 относительно коэФФищентовъ и; а такъ какъ ji замй-
няеть коэФФшцентъ со значкомъ 1, то сумма значковъ во всйхъ 
членахъ ф должна равняться 2т, другими словами: среднее арие-
метическое изъ всйхъ значковъ должно равняться 2. Отсюда за-
ключаемъ, что если изобразись какой ни есть членъ ф чрезъ 

afaW'a?,. (а), 

то при тс' > тс должно быть р' < р, и обратно, и притомъ раз­
ность между р' и р должна быть вдвое больше разности между 
тс' и тс. Допустимъ сперва, что тс' > тс и означимъ тс' — тс чрезъ 
8, тогда будетъ р — р ' = 28, и выражеше (а) можетъ быть пред­
ставлено въ слйдующемъ видй: 

(а0аУ(аАа/а,'{ар,*)°... (ß). 

Въ случай же тс > тс', означивъ ic—тс' чрезъ 8, откуда р'—р = 28, 
приведемъ выражете (а) къ виду 

(%af(ata3)\*{a0a2?... (Т). 
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Оба выраженш (ß) и (у) составлены ратональньшъ образомъ изъ 
велнчинъ 

а.г, a^ak, а^, а 0а 3

2 и a?at : . (8). 

И такъ, какова бы ни была инвар1анта ср, выражеше ея въ КОЭФ-

Фшцентахъ преобразованныхъ Формъ не можетъ заключать въ 
себй коэФФищентовъ и иначе какъ въ сочеташяхъ (8), изъ кото-
рыхъ первыя три выражаются чрезъ А, В, С и г рацюнально, а 
остальныя два чрезъ А, В, С, t и j помощью одного только ра­
дикала У — А3М. Поэтому отъ подстановки величинъ произведе­
на (8) выражеше 9 приметь видъ 

( - i r " { P + § y = Z ¥ | t . . . (4), 

гдй Р и Q цйльш Функцш отъ А, В, С, i и j . Дальнейшш упро-
щёшя этого выраженш зависятъ отъ четности или нечетности 
числа п. 

1) Если п четное=2р, то вйсъ инвар1антыф, 2т -+- м, также 
будетъ число четное, и следовательно эта инвар!анта будетъ пря­
мая. Въ такомъ случае выражеше (4) не должно измениться отъ 
перемещены а0 съ я,, и а, а а 3. Оть этого не изменяются про­
изведет? a 0a t и а^з, а произведетя а0Оз2 иа , 2 ^ переходить одно" 
въ другое; и такъ какъ величины (2) сихъ последнихъ отличаются 
только знакомь n p n V — А 3 М , то выражеше (4) не должно изме­
ниться отъ перемены знака этого радикала, т. е. должно быть 

Р-+- QV—A3M = Р — QV—A'M, 

откуда Q — 0. Следовательно общш видъ прямой иивар1анты 
будетъ 

Ар~тР, 

где Р целая Функцш отъ А, В, С, in j , которая (въ чемъ не 
трудно убедиться) въ случай т>р должна разделиться на Ат~р. 

2) Если п нечетное = 2р-+-1, то число 2т-*-п, выражающее 
ВЕСЬ инвар1анты, также нечетное, и следовательно HHeapiaBra 9 
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косая. Въ этомъ случай выражете (4) должно перемйнить свой 

знакъ съ перемйною знака У—А3М, и слйдоват. должно быть 

P+QV—А3М= — ( Р — QV—А3М), 

откуда Р = 0. Й такъ общш видъ косой инварианты будетъ 

AP-^QVM, 

гдй Q цйлая Функщя отъ А, Б, С, in j . Такъ какъ при А = О 
М не обращается въ нуль, то не трудно убйдиться, что въ слу­
чай т > р -+- 2 Q должно раздйлиться на Ат~р~2. 

Радикалъ УМ самъ по себй есть инвар1анта. Въ самомъ дйлй, 
составивъ опредйлитель изъ коэФФищентовъ 3-хъ квадратичныхъ 
KOBapiaHTb 

V = 2и.ХГ, 

ß = — 2 u . ( а , ^ 2 а 2 Х Г - t - в з Г 2 ) , 

Tf=—2| t [ (a 0 a 3 —а 1 а 2 )Х 2 -1-4(а 1 аз—a 2

2 )X7 - t - (a 1 a t —a 2 a 3 ) Г 2 ] 

(§ 10) находимъ: 

О у. О 

й) а 2

 а з 
я о а з — а 1 ° » 2 (я,а3 — а 2а 3) а,^ — а 2а 3 

= 2j».3 (а 0 а 3

2 — о, 2а 4) = УШ, 

что согласно съ ур. (8) предъидущаго §. 
И такъ, имйемъ слйдующую теорему: 
Всякая прямая инварганта формъ и и v есть цгьлая функ­

щя отъ А, В, С, i и j , а всякая косая инварганта этихъ формъ 
равна подобной же функщи, помноженной на косую инварган-
туК,$П. 

§ 20. ЕСЛИ К== 0, то между v, ß и -у существуеть линейное 
соотношете ( § 1 8 , ур. 16), и слйдовательно изъ 4 ур. (17) § 18 
нельзя исключить м н , м, 2, и п , а поэтому нельзя получить ур. (18). 
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Беля v я ß не пропорциональны другъ другу, и ß не обращается 
тождественно въ нуль, то на место у можно взять Функциональ­
ный определитель 

который связанъ съ v и ß уравнетемъ 

а»= — { A a ß a — 2 Aß*ß - . - Aß»*b 

Выразимъ и чрезъ v, ß и не предполагая, что Я" = 0. На м е ­
сто К3 войдетъ определитель 

А а A ß А * 

A « ^ßß Л » >••• С1). 
А а A ß А э 

гдй А : ь • • • суть выражешя, составленный подобнымъ образомъ, 
какъ А р , . . . Но изъ теорш двухъ квадратичныхъ Формъ, въ 
приложены къ v н ß, следуеть, что 

А э = о, А » = °) - 4 » = A a A ß — — ^ г т > 

поэтому величина определителя (1) будетъ А а " = Вуу*-
И такъ, и выражается чрезъ v, ß и если только А э не = 0. 

На место ур. (18) § 18 получимъ, если возьмемъ 5 на место у, 
и какую ни есть Форму 9 на место и: 

А а А р ' 0 фа 

A ß A ß 0 <Pß 
О 0 A s 95 
а ß 5 О 

2 А э 2 - ? = ' 

или: 

2 А э ? = S • 9э — а (-Ö9ß — Of а) -+• ß (A>ß — • в ?«)> (2), 

г д е вообще 9 е означаетъ выражете фце» 

Ур. (2) даетъ при 9 = м: 



— 82 — 

2 Аъъ • т = — *(ВЩ — ОиЬа) -*- ß {Ausp — Вща). 

Изъ уравнешя 

5» = — \А? — 2B$v -t- Сг>2}, 

написавъ на Micro 

Д?, j Х\ Х2 , Х\ Х2 , Х\Х2 , 

коэффициенты Формы и: 

е, — d, с, — 6, а 

(или, что одно и то же: принявъ х% — а2, х2 — — а,, и сдтаавъ 
символическую подстановку а / — а, а,3а2 = Ь,...), находимъ: 

«ээ = — (Лмрр — 2Вм ар -+- Оиаа); 

а такъ какъ 

М а в = (аа) 2 (аа') 2 = (ра')2 = 2 2 ? 

M a p = , ( a a ) 2 ( « ß ) 2 = (ßß') 2 = 2C 

Щ = Ш Ш = Ш = 2 ( 2 М - . - Ш ) = 2 Д 
то 

мэз = — 2 (-4.D — В С ) = 2 (ВС—2A*j — ЛВг) = 2Е. 

Инвар1анта м а̂ равна нулю, потому-что 

мэа=(аа) 2 (а*) 2 = (аа)2(а"р)(а"а) фа) = (аа)2(а а')2(а а) ( a V ) (а*в), 

а это выражеше мт>няетъ знакъ отъ перестановки а съа, асъа ' . 
Наконецъ 

«эр = (Saf (pa)2 = ( ^ Y ) 2 = = 2tf (§10) . 
Поэтому 

Ааъчь = Е.Ъ — К(Ва — А$), 
и следовательно 

24» э

2 . н = 5 [Е. «г — Щ В а — Ар)] — Л 5 »а(Ву — Ср) 

-*-Лэ:»Р(4г — -В?)-
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Подставивъ сюда величину у изъ ур. (16) § 18, которое можетъ 
быть написано въ слйдующемъ видй: -

К$ = Fa Е§ •+- А&у, 

если для сокращешя положишь BD—G2 = F, имйемъ: 

2А^\ и = ЕЬ2 — (Ba — Jß) - ь (Ba — Aß) (Fa Щ 

-*-Аю(Са? — Вр) (3). 

Вотъ выражете и въ Функцш 3-хъ перемйнныхъ а, ß и 3, свя-
заниыхъ уравнешемъ 

5 я = — (Ар2 — 2Воф Са 2). 

При Ä " = О первая степень ü исчезаетъ изъ выраженш « , я сле­
довательно и выразится рацгоналъно чрезъ а и ß, а именно бу­
детъ: • . -

2AW.u — Pa2-*-2Q aßn-J? ß2, 
гдй 

Р = BF— СЕ = B2D ACD — 2ВС2, 

2Q = ЗВЕ — AF-t- А&С= 2 (AC2 — 2ABD - t- ffO), 

R = — 2АЕ—АъВ = JS3 -и 2 ^ 2 D — 3ABC. 

Въ этомъ случай ур. м = 0 решается помощью однйхъ ква-

дратныхъ корней. Если положить § = У» т 0 о н о приметь видъ 

P+2Qy-t-Ry* = 0, 

а опредйливъ отсюда у, найдемъ — изъ ур. ß — ay = 0. Под-

ставивъ въ выражеше S 2 ау на мйсто ß, находимъ: 

Ъ = аУ —(Ау2 — 2Ву С) = az. 

Обозначивъ чрезъ р. значете а при х, и xt, обращающихъ въ 
нуль Функцию и, и рйшивъ линейно уравненш 

a = jt, ß = p.y, Y = JW 
в* 



относительно х2, xtx2

 и %2> м ы найдемъ для отношенш этихъ 

произведенш ^ = ^ = ^ величину независимую оть р.. 

Если А э не равно нулю, то можно преобразовать одновре­
менно а и ß въ двй различный между собою суммы двухъ квад-
ратовъ. Тогда выражете Ра2 -+• 2Qaß -+- 2?ß2, равное 2 А Л 
при К—0, будетъ заключать только четныя степени перемйн-
ныхъ. И такъ, въ случай К=0, А э н е = 0 , данныяФормы utiv 
помощью линейнаго преобразоватя могуть быть приведены' къ 
такому виду, это они не будутъ заключать вовсе нечетныхъ степеней 
перемйнныхъ. Обратно, если и и «выражаются рацюнально чрезъ 
х2 и у2, гдй х л у линейныя Функцш- хх и xv то К= О. Въ са­
момъ дйлй, инвар1анта К косая, т. е. сумма значковъ во всйхъ 
членахъ К нечетная (если значки коэФФищентовъ um v соотвйт-
ствуютъ степенямъ у, на который они помножаются); а для этого 
каждый членъ долженъ заключать въ себй по крайней мйрй одинъ 
коэФФИщентъ съ нечетнымъ значкомъ. А такъ какъ вей эти коэФФи­
щенты равны нулю, то и К= 0. Поэтому К= 0 есть y&noBie, 
необходимое и достаточное для того, чтобы миг ; выражались по­
мощью однйхъ четныхъ степеней нйкоторыхъ линейныхъ Функ­
щи хх и х2. Въ геометрическомъ смысли ур. К=0 будетъ усло-
Bie инволюцги 6-ти точекъ, выражаемыхъ уравнетемъ uv = 0 
(§ 12). Въ самомъ дйлй, при К— 0, и — Р(а - i - xß)(а -н x'ß), 
а если а и ß суть суммы двухъ квадратовъ, то и а -+- xß и а -+- x'ß 
будутъ суммы 2-хъ квадратовъ, и слйдовательно 3 пары точекъ 
а = 0, а -+- xß = 0 , а -t- x'ß = 0 составятъ инволющю. Об­
ратно, если 6 точекъ, выражаемыхъ уравнешями и —0 и v = 0, 
находятся въ инволюцш, то v и два квадратныхъ множителя и, а 
слйдовательно' и и, выражаются помощью однйхъ только четныхъ 
степеней перемйнныхъ, и слйдовательно будетъ К=0. 

§ 21. Ни одна изъ двухъ Формулъ (18) § 18 и (3) § 20 не 
имйеть мйста при К == 0 я А э = 0. Помощью ур . 

А э = ЛС— -В 1 = 0 
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ур. К2 == 0 приводится къ виду: 

G(BD—C*)-+-Z)(CB— AD) = 0,... (1), 

гдй написано В на место A r = 2jA -t- iB. Помноживъ это ур. 
на А и написавъ В2(? на место АС3, получимъ 

— {AB — BCf = 0, 
откуда 

AD — ВС— О, 

а следовательно въ силу ур. (1),и 

BD—Cs=0. 
Поэтому будетъ: 

А В С 2jA -+- iB 
В С ~ 2jA-*-iB ~ 2JB-+- tC> 

гдй 2jB-t-iC есть величина инвар1анты Ауу. Другими словами, 
HHBapiaHTbi А а = А, Аа$ — В, А^ = С, A^ — D, А п , . . . 
составляютъ геометрическую прогрессш. Обозначявъ знамена­
тель этой прогрессш чрезъ X, имйемь В = \А, D = "к3А, и сле­
довательно, такъ какъ D = 2jA -+- iB, 

X3 — U — 2j — 0 . . (2). 

Поэтому знаменатель прогрессш удовлетворяетъ кубическому 
ур. (2), и следовательно обращаетъ выражете h -+- Хм въ пол­
ный квадратъ. И такъ имеемъ теорему: 

«Если К= О и А э = 0 , то инвараанты А а , А а , A ß » - ^ ß r > AT 
составляютъ геометрическую прогрессш, знаменатель которой, 
будучи подставленъ на место X въ выражете й-*-Хм, обращаетъ 
его въ полный квадратъ». 

Нужно теперь различить два случая. Изъ ур. АС— Вг — О 
следуетъ, что v = а и ß имйють общш множитель. 

1. Если 5 не обращается тождественно въ нуль, то этотъ 
множитель можетъ быть только первой степени. Пусть v = \а 
0 = ф>} г д е S, а и Ъ три различный между собою линейныя вы-



ражешя. Вследств1е ур. К== О между v, р и у существуетъ ли­
нейное соотношеше, а следовательно и f содержишь множитель £: 
пусть у = \с. Дифференцируя ур. v = %а, находимъ: 

» и ~ 6 | а и v i 2 = 1 ( 6 A " * " Sa)> » 1 1 = S A » 
поэтому 

р = («a) ах = uitv„^2unvn -+- м я » „ = и 1 2 | , ) 

или, означивъ — чрезъ т) им4емъ 

ß = | 6 = а3т), — а,т)2. 

Подобньшъ образомъ 

Y = fr = M | — V ) 2 , 

и следовательно изъ тождественнаго уравнешя 

•ц а Ь 

(3), 

7], в, Ь, 

TL а 2 Ь2 

О, 

или 
ij (а,Ь2 — а 26 () -+- а — 62т],) -+- Ъ (т),а2 — т)2а,) = О 

выведемъ следуимцее .уравнеше: 

7)(а,62 — аф^ + Ъ (о" — ас), 

которое показываетъ, что т] делится на £. Пусть т) = |т)'. Под-
ставивъ эту величину въур. (3), находимъ: 

3g6 = 7 i ' ( 5 i % — - + - 2£ (i} ' ,a 2 —•»]>,) 

3£с = 4 (5,6, - у , ) -н 21 - 1 , ' ^ , ) ; 

а такъ какъ а и Ъ линейныя выражешя, отличнью отъ | , то ц' 
еще разъ должно разделиться на f. Пусть V = £ ? > следовательно 
т) = I s ?, где £ линейная Функщя. Подставивъ эту величину tj въ 
ур. (3), и разделивъ каждое язь нихъ на £, найдемъ 6 и с въ 
зависимости оть а и £. 
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Изъ ур. 

находимъ: 

(и,ж, -+- w ^ ) g, = | « , — 
(4), 

откуда видно, что и = м,ж, -+- м2о:2 дйлится на Пусть м = {;«'; 
тогда 4м, == ^м ' -+- 3 | « / , и слйдовательно изъ ур. (4) получимъ: 

откуда заключаемъ, что и ДЕЛИТСЯ на %. Пусть и = %w, тогда 
м = - f?w. И такъ, от случагъ К= 0, А э = 0, и содержишь квад­
ратъ общаго множителя v м 0. 

Обратно, если = м = | 2 w , гдй § н а каюе угодно раз­
личные между собою линейные множители, aw какая угодно квад­
ратичная Форма, то ß также дйлится на £, а А » н ЯГ обращаются 
въ нуль. Въ самомъ дйлй, прннявъ £ и а за перемйнныя, нахо­
димъ, что ß пропорцюнально 

и слйдовательно дйлится на £. Подобнымъ образомъ, положивъ 
ß = |6 и принявъ \ и 6 за перемйнныя, докажемъ, что у также 
дйлится та £. Если же г>, ß и у имйютъ обпцй множитель 5, то 
Л э э = 0 и между этими тремя квадратичньшн Формами существуеть 
линейное соотношеше, и слйдовательно ихъ опредйлитель К=0. 

2. Если S тождественно обращается въ нуль, то v и ß могуть 
различаться только постояннымъ множителемъ (§ 9). Положивъ 
ß = е. V, находимъ 

Y = M„ßa — 2 M l 2 ß „ -+- ttjjß,, = eß = А . 

Слйд. А э = 0 , h J T = 0 . СоставивъKHBapiaarbiA J5, С, Дна­
ходить, что B—tA, C = e B = e 2 A D=tC=i3A=2jAiB, 

Зм'|2 = 5(Зм'8-1-4Са!,) 

Зм% = 6 ( 3 « , - - 4 5 » , ) , 

tP(S»<c) d»(ga) _ 
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откуда • 
в 8 — is — 2j = 0. 

a) Пусть v не квадрать, a = 28ХГ. Тогда получимъ 

p = «„Ои — 2 « 1 2 a , 2 -+- г1ца.и = — 28 (a,X*-4- 2<цХ7 -*- (hX*) 
= 2e8XF, 

откуда о, = О, 08 = 0, а2 ——|е. 
Поэтому будеть 

м = о Д * — З е Х 2 Р + a s F . . . (5), 
т. е. и выражается помощью однгьхъ четных* степеней линей­
ных» множителей v. 

b) Пусть V = X2, и следовательно р = еХ 2 . Тогда Л и все 
инвар1анты Б, С, Б , . . . квадратичныхъ Формъ (1) § 17 равны нулю. 
Такъ какъ, при v = X 2 , р = ОгХ 2 -* - 2 а 3 Х Г - » - аХг = s X 2 , то 
е = а», a Og = а 4 = 0, и следовательно 

u=X2Z, 

где if некоторая квадратичная Форма. 
И такъ, если % тождественно равно нулю, а v полный квад­

рать, то м делится на. v. 
Въ заключеше разсмотримъ случай, когда ß, а следовательно 

и 7, 8 , . . . тождественно обращаются въ нуль. Тогда очевидно 
Б = С = . . . = О, а следовательно и А^ — 0. Кроме того К~ О, 
и при V = 2 8 X F изъ ур. 

р = _ 28 (а ,Х 2 -+- 2а ,ХГ-#- a.Y2) = О 

заключаемъ, что а, — а2 — а3— 0, т. е. что м приводится къ виду 

и = ОоХ* -+- а4Г*. 

Следовательно г = a 0a 4, а j = 0; а при v — X2 изъ ур. 

ß = OgX 2 -+- 2а 3 ХГ-*- aj? = О 

выводимъ, что = Оз = a« = 0, т. е. м = X s (а 0 Х -+- 4а,Г) . 

ОПЕЧАТКИ. 

На стран. 13, въ 8 н 9 стр. напечатано П на м-Ьсто я. 
» » 24, » 14 » » а 0 а ; = » » O g X - t - . 


